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Resumen

En general no existen estimadores insesgados para la varianza del estimador del total
poblacional bajo muestreo sistemético. Se han obtenido varias aproximaciones suponiendo
que la poblacion de estudio es una realizacién de una superpoblacion que sigue un modelo
especifico, o bien mediante métodos no paramétricos basados en la teoria transitiva de G.

Matheron.

En esta trabajo se presenta una aproximacién, a partir de una sola muestra, de la
varianza del estimador del total poblacional bajo muestreo sistematico sobre una poblacién
normal, reordenada de una manera especial que tiende a reducir dicha varianza. El grafico
de la funciéon de medida resultante, f, es una versién ‘simetrizada’ de la inversa de la
funcién de distribucion de una variable aleatoria normal con las colas truncadas; debido a
la forma de f le llamamos “Modelo de cola de ballena” (Whale Tail Model). Se demuestra
que si el tamano de muestra es un nimero par y la distribucién normal se trunca de forma
simétrica, la varianza del estimador del total es cero. Adicionalmente, se proponen dos
estimadores de la varianza cuando hay un error en el modelo, f: f + €, donde € es una
variable aleatoria, es decir, cuando puede suponerse que la poblacién de interés, antes
de ordenarse, se aproxima a una poblacién normal. Generando poblaciones a partir de
una N (0,1) truncada y ordendndolas de la manera propuesta, se observa que uno de los
estimadores sugeridos es el de menor sesgo y mayor estabilidad, en comparaciéon con tres

estimadores senalados en la literatura.

Palabras clave: Muestreo sistematico, estimador de Horvitz-Thompson, varianza de

un estimador, poblacién finita, poblaciéon continua, superpoblacion.



1. Introducciéon

El muestreo sistematico es usado ampliamente en la practica debido a su simplicidad operativa,
y a que, para cierta clase de poblaciones, genera estimadores més eficientes que el muestreo
aleatorio simple. Su eficiencia depende de las propiedades de la distribucién de los valores de la
variable en la poblacion, es decir, del orden de la misma. Algunas veces el sistematico es mas
preciso, pero en raras ocasiones se estd seguro que sera el mas eficiente, por lo que es necesario

tener informacion sobre la estructura de la poblacion para usarlo de manera efectiva.

La desventaja principal del muestreo sistematico es que no existe una expresion analitica,
basada en una sola muestra y sin algin supuesto sobre la poblacién de la cual se extrajo la
muestra, para estimar la varianza del estimador del total, ¢, de manera insesgada (Cochran [2],
Tachan [9]). No obstante, en la literatura se senalan algunas aproximaciones para el estimador de
la varianza, que se han generado en al menos dos contextos: en el de las poblaciones finitas y en
el de la Estereologia, que trata principalmente con poblaciones continuas. En el primer enfoque
se han propuesto estimadores bajo el supuesto que la poblacion finita es una realizacién de una
superpoblacién que sigue un modelo determinado, estimadores que usan informacion auxiliar
como el de regresién, estimadores que usan métodos de remuestreo y por ultimo, modificar el
diseno al elegir mas de un arranque aleatorio. En el area de la Estereologia, ciencia que se encarga
de la inferencia estadistica de parametros cuantitativos de estructuras espaciales basados en
muestras geométricas como un plano o secciones en linea a través de la estructura (Kiéu [12]),
una herramienta importante la constituyen los métodos transitivos debidos a Matheron, los
cuales son libres de distribucion y consideran las transiciones o saltos de la primera derivada

no continua de la funcién de medida f.

En el contexto de muestreo de poblaciones finitas, uno de los primeros trabajos se debe a
Madow y Madow [13], quienes sentaron las bases para la teorfa del muestreo sistemético de-
sarrollando férmulas para la varianza del estimador de la media en términos de la varianza y
las autocorrelaciones poblacionales. Por su parte, Cochran [2] senala que no hay un estimador
insesgado de la varianza a partir de una sola muestra sistemética, y cualquier estimacion de-
penderd de los supuestos que se hagan sobre la forma de la poblacién muestreada. Cochran [2]
deriva expresiones para la varianza de tres disenos: sistemdtico, aleatorio simple y estratifi-
cado, suponiendo que la poblacién finita es generada a partir de una poblacién infinita (su-
perpoblacién), en la cual la autocorrelaciéon entre dos unidades separadas u unidades, p,, es
una funciéon monotona decreciente de u. Bajo este modelo, las varianzas son funciones lineales
de la correlacién y demuestra que no se puede establecer un resultado general para todas las
poblaciones con p, mondtonamente decreciente. Sin embargo, si se hacen supuestos adicionales

como que p,, es una funcion lineal de u, entonces el muestreo sistematico es el mas eficiente, en



términos del valor esperado de la varianza, siguiéndole el estratificado y por 1ltimo el aleatorio
simple; si p, sigue una funcién exponencial, entonces el muestreo més eficiente corresponde
al sistemético, y ademds establece un estimador consistente para la varianza. Yates [21] pro-
pone usar lo que denomina “muestras sistematicas parciales” las cuales consisten en dividir la
muestra en segmentos para obtener comparaciones independientes. Quenouille [16] parte del
trabajo realizado por Cochran [2] y senala que las expresiones para la varianza derivadas por

éste ultimo se pueden obtener bajo condiciones mas generales.

Diferentes supuestos sobre sobre la distribucién de la poblacion dan lugar a diferentes es-
timadores de la varianza, que son en general insesgados bajo el modelo de superpoblacién que
se asuma, lachan [9]. Wolter [19], [20] compara ocho estimadores, analizando algunas de sus
propiedades tedricas suponiendo cinco modelos para super poblaciones (aleatorio, tendencia li-
neal, efectos de estratificacién, autocorrelacionado de orden uno y efectos periddicos), asi como
sus propiedades empiricas. De acuerdo con Wolter, estos estimadores son representativos de las
diferentes soluciones que resultan ttiles en la préactica: a) tratar la muestra sistemdtica como
una muestra aleatoria simple sin reemplazo (SI), b) un estimador basado en diferencias sucesivas
entre los valores muestrales, ¢) aproximaciéon mediante un muestreo aleatorio estratificado con
dos unidades seleccionadas de cada estrato de 27" unidades, d) considerar la segunda diferencia
entre los datos en la muestra e) suponer que la correlacién entre dos elementos separados u
unidades es de tipo exponencial, p, = e=**, f) considerar diferencias de observaciones sucesivas
hasta de orden 4, g) diferencias hasta de orden 8 y h) hacer una particién de la muestra en k
submuestras de tamano n/k. Si no se puede suponer algiin modelo para la poblacién, sugiere
usar los estimadores senalados en b) y ¢), los cuales parecen ser buenas aproximaciones para

diferentes clases de poblaciones.

Otra aproximacién consiste en seleccionar dos o mas arranques aleatorios de manera inde-
pendiente, es decir, tomar réplicas de muestras sistematicas. Esta idea se remonta a los trabajos
de Madow y Madow [13], quienes describen este método de seleccién, asi como a los de Ma-
halanobis [14], quien introdujo el concepto de muestras interpenetrantes para referirse a la
réplicas. Este método genera un estimador insesgado de la varianza, pero tiene la desventaja de
que se pierde precisién (Iachan [9]) si el nimero de submuestras es pequeno, o si el nimero de
submuestras se aumenta dejando el tamano total de muestra fijo. Gautschi [7] demuestra que
si la superpoblacién cumple con: a) la autocorrelacién p, es decreciente y b) el correlograma es
concavo hacia arriba, es decir, p,11 — 2p, + pu_1 > 0, entonces el valor esperado de la varianza
para un muestreo con una sola muestra sistematica es menor que el de un muestreo con varias

muestras sistematicas.

Otro enfoque es usar informacién auxiliar, es decir, involucrar informacién de otras variables



adicionales a la variable de interés que tienen relacién con esta tultima. Berger [1], propone un
estimador de varianza para un muestreo sistematico con probabilidades desiguales de seleccién

para cada unidad en la poblacién basado en un modelo de regresion.

Por otra parte, en el contexto de la Estereologia, un total ¢ puede verse como la aproximacion
de la integral de la funciéon de medida f = y a partir de datos discretos. La varianza del
estimador se obtiene a través de los métodos transitivos, debidos a Matheron [15], los cuales se
basan en el comportamiento del covariograma de f cerca del origen y han sido adaptados a este
contexto por diversos autores. En Kiéu [10] y Kiéu et al. [12] la varianza del estimador, Vsy (t,),
se aproxima usando la férmula de Euler-MacLaurin con varias modificaciones, mediante lo que se
denomina el término de extension, bajo los supuestos de que la funcién f es suave a trozos (m, p)
y el intervalo muestral T es lo suficientemente pequeno, con m € Z*UQ. Garcia-Finana y Cruz-
Orive [6] proponen una generalizacién del estimador anterior donde m ya no necesariamente es
un entero, misma que se obtiene a través de un refinamiento de la formula de Euler-MacLaurin

usando herramientas de calculo fraccional.

Tomando la experiencia que se maneja en esa area referente al grado de suavidad de la
poblacién y al orden de la misma [8], derivamos la varianza del estimador bajo muestreo sis-
temético asumiendo lo que denominamos el “Modelo de cola de ballena” (WTM por sus siglas
en inglés Whale Tail Model). Posteriormente, proponemos dos estimadores de la varianza en

base a los resultados obtenidos.

Este trabajo estd organizado de la siguiente manera. En la seccién 2 se introduce la notacion
basica, el estimador del drea o del total y su varianza considerando dos tipos de poblaciones:
continuas y discretas. En la secciéon 3 se reportan tres de las aproximaciones encontradas en la
literatura para la varianza del estimador. En la seccién 4, se desarrolla la varianza del estimador
bajo el WTM y se proponen dos aproximaciones para la misma cuando se toma en cuenta un
error en el modelo. Finalmente, en la seccién 5 mediante un ejercicio de simulacién, se muestra

el desempeno de las aproximaciones propuestas.

2. Varianza del estimador del total poblacional bajo muestreo

sistematico

Sea y; el valor de la variable de interés para el elemento 7 de la poblacién finita de tamano N,
cuyos elementos se enumerardn como U = {1,2,..., N}. Se selecciona una muestra de tamano
n mediante muestreo sistematico, s,, la cual consta de las unidades s, = {r,r+7,r+27T,..., 7+

(n—1)T}, donde T' = N/n representa el salto o intervalo muestral y r denota el arranque que



es una realizacién de U, ~ U{1,...,T}. Para simplificar el problema, se supondrd que T € Z*
en el caso de una poblacion finita y para simplificar notacién, las unidades en la muestra se
enumeraran serialmente como s, = {1,...,n}. En este trabajo se usard indistintamente i € s,

o1 €{l,...,n} para denotar que la unidad ¢ pertenece a la muestra.

Esquematicamente, el método de seleccion se puede representar como sigue

T nT
OOO.OOOO.O‘OOO.O‘OOO.O‘N‘*OOO.O

r r+T r+2T r+(n-—-1)T

Considérese el caso del total poblacional ¢, el cual puede expresarse mediante

N T
b= = ts (1)
i=1 r=1

donde t;. = > v;.

iGST

En general, si s, es una muestra probabilistica, un estimador insesgado del total poblacional es

el denominado estimador-m o de Horvitz-Thompson:
- - Yi
=t =3 £ 2
: ; - (2)

equivalentemente, el estimador puede expresarse como una funcién lineal de las variables indi-

cadoras I;,
o Yi
t7r - ]i_a
Z Uy
€U
donde

1 siz€s
Ii - "
0 en otro caso

mi = Pr(i € s,) = Pr(l; = 1) es la denominada probabilidad de inclusiéon de primer

orden.

La varianza de (2) estd dada por (Sérndal [17], resultado 2.8.1)

2
V=S (M - S - () 8
u u v v v "YY U




Pr(I; = 1,1; = 1) corresponde a la probabilidad de inclusién de

donde m;; = Pr(i,j € s,)
segundo orden. Si se cumple que 7;; > 0 para toda ¢, 7 € U, un estimador insesgado de V ( )

esta dado por
(4)

-y () yivs.

Sy Sp

En el caso de un muestreo sistematico de unidades con igual probabilidad, las probabilidades

de inclusion de primer y segundo orden, 7; y 7;; son, respectivamente

= xconi=1,...,N

{ ~ sigjes, r=1,...,T

0 siies,yjesconr#£l.

En consecuencia, el estimador del total (2) y su varianza (3) se reducen a las expresiones

siguientes (Sarndal [17], resultado 3.4.1)
2?7r :tAs,« :szw (5)
1ESy

(6)

T 2 T r 2
. t _q (ts, — ¢
Vsy (tﬂ) =T E (tsT — T) _ I (T ) ‘

r=1

Desde el enfoque de la Estereologia, el parametro de interés ¢ puede ser escrito como la integral

de alguna funcién de medida f sobre un espacio unidimensional, es decir
(7)

t= /Rf(x)dx

donde f : R +— R, es integrable, con soporte acotado en R

Los puntos donde se observa f son tomados de una muestra sistematica, y por lo tanto, la
informacién con la que se dispone es {(z, f(x)) : x € s,}, donde s, = {u, T + kT, k € Z} y u,
es una realizacién de U, ~ U(0, 1). Graficamente se tiene que

f(z)




Nétese que ¢, puede verse como la aproximacién numérica de la integral a partir de datos dis-
cretos, por lo que la varianza del estimador se obtiene a partir de modificaciones a la férmula de
Euler-MacLaurin propuestas en esta area, mediante lo que se denomina el término de extension,
bajo los supuestos de que la funcién f es suave a trozos (m,p) y el intervalo muestral 7" es lo

suficientemente pequeno.

Dada una funcion f : R — R, la amplitud del salto o transiciéon de su m—ésima derivada

f(m), se define mediante

S (z) = lim fO(y) — lim f™(y), z€R, m=0,1,2,...

y—xt y—z~

siempre que el limite exista, su soporte es el conjunto
Dfm — {x: Sfm(z) # 0}.
Se dice que la funcién f es suave a trozos (m,p), con m, p € N si:
a) DfW =¢ k=0,1,..m—1yDf™ £¢y
b) f® tiene un nimero finito de saltos y estos son finitos, k = m,m 4+ 1,...,m + p.

El orden de la primera derivada de f no continua es m, es decir, es el orden de la derivada

en la cual ocurren saltos o transiciones.

Originalmente, Kiéu [10] supone que m € ZT U0 y obtiene que la varianza del estimador de
t, bajo un muestreo sistematico, si f es de orden (m,p), estda dado por la expresién siguiente
Vsy (tx) = (=1)"T*™2 3" Ponyar(t — 5)S 7 (s)S f7 (1) + o(T*™H?)
s,teD f(m)

= (=1)"T*" 2Py n r(0) > (Sf(1)) (9)

teDfim)

+ (=0T N Pt — 8)S ™ (s)SF(t) + o(THH),

s,teDf(m) t—s£0

donde P, r(x) = P, (% — [%D es una funcién con periodo T', [z] que denota la parte entera de

z 'y P/(z) un polinomio de Bernoulli, [ > 1.
La ecuacion (9) se representa también de la siguiente manera
Vsy (t) = Vi(ts) + Z(T) + o(T*™*?).
donde

i. Vg(tz) es el llamado término de extensién y corresponde al primer sumando de la tltima

igualdad en (9), s6lo depende de las amplitudes de las transiciones de f (m),

9



ii. Z(T) es el denominado Zitterbewegung y corresponde a los sumandos con t — s # 0, lo
cual depende tanto de las amplitudes de las transiciones como de su distribucion en el eje

muestral. Es una funcion oscilante de 7.

> ) T2m+2
iii. o(T%"2) es una funcién tal que limg_ 250 = 0.

Cuando T es suficiente pequefio Vi(,) constituye una buena aproximacién de Vsy (t,) ya

que representa la tendencia central de la varianza. Este término puede escribirse como

> BQm+2 Tt (2m+1) [0+
donde
g@mI(0T) = L5gtmi(0) = ﬁ D tenfom Sfm(t), g es el covariograma alrededor

del origen de la funcién de medida f.

Bay, 11 es un nimero de Bernoulli. Existe una relacién entre los polinomios y los niimeros
de Bernoulli, By, 19 = (2m+2)! Py, 12(0). Los primeros niimeros de Bernoulli son: By = 1,
B1 :—1/2, 32:1/6, B4:—1/30yBng5:B7::0

Garcia-Finana y Cruz-Orive [6] proponen una generalizacién de la varianza anterior, la cual se
deriva relajando el supuesto de que los saltos de la funciéon de medida son finitos, en este caso m
ya no necesariamente es un entero, denotandolo por ¢q. La aproximacion se obtiene a través de
un refinamiento de la férmula de Euler-MacLaurin usando herramientas de calculo fraccional.
La expresion analitica depende de un pardmetro de suavizacién g € [0, 1], que generalmente se

desconoce y habra que estimarlo o bien suponerlo.

3. Algunos estimadores de la varianza

Como se senalé, la condicién m;; > 0 no se cumple para toda i,j € U en el caso del muestreo
sistemédtico y por ello la ecuacién (4) no se puede usar para estimar la varianza. No obstante, se
han propuesto varias aproximaciones, a continuacion se presentan tres de ellas por ser las que
algunos autores recomiendan, y porque en una comparaciéon empirica efectuada por los autores
de este trabajo, basada tanto en datos reales como poblaciones simuladas, resultaron ser las de

menor sesgo.
i. Una aproximacién se basa en diferencias sucesivas de los valores muestrales. Esta fue
sugerida por Yates [22] y senalada también en Sukhatme, Sukhatme y Asok [18]
1 n

Fra 1) = 20— ) 13- U a

10



ii.

iii.

donde f = n/N = 1/T es la fraccién de muestreo. Fuller [4] (resultado 5.3.5) senala
que este estimador resulta de suponer un modelo en el que dos observaciones adyacentes

tienen la misma media, es decir, y; = 1 + ¢; con e; ~ ind(0,02),i=1,...,n

Otra considera la segunda diferencia de los datos muestrales (Wolter [19])

n

Vau (1) = N7 (1 = 5 5o Wb ) (12)

Cochran [3] senala que este estimador resulta de suponer un modelo lineal para la poblacién,
es decir, y; = o+ Bi11i+e; con e; ~ ind(0,0?). Fuller [4] (resultado 5.3.7) también propone
un estimador muy similar al anterior, la diferencia radica en el primer y 1ltimo sumandos

de la expresion.

El el drea de la Estereologia, Kiéu [10] obtiene una aproximacién del covariograma cerca
del origen, g@®™+1)(0*) para estimar Vi(,). Tal aproximacién la hace considerando que:
a) las estimaciones del covariograma estan disponibles en un conjunto discreto de valores,
b) usando la férmula de Taylor y c) aplicando el método de minimos cuadrados para
estimar los coeficientes involucrados en la expansion de Taylor. El estimador resultante

tiene la forma

A B "
Vi(t,) = —— *2 T ZAkck (13)

n—k
donde Cy = > vyirr v | es un entero tal que IT" € (0,0), intervalo en el que g(IT) es
i=1
q + 1 veces continuamente diferenciable, con 2m +1 < ¢ <2m + 2p — 1.
Si por ejemplo m =0, ¢ =2 y | = 2, entonces
~ A T2
Ve(t:) = (300 4Cy + Cy),

en cambio, sim =1, ¢ =3 y [ = 2, el estimador que se obtiene es

~ . T?

Valtx) = 575(3Co — 4G + C).

El estimador de varianza cuando m = 0 es veinte veces el estimador cuando m = 1.
Posteriormente, Garcia-Finana y Cruz-Orive [6] desarrollan la generalizacién siguiente a

la ecuacion (13) para el caso en que m = ¢ € [0, 1]

‘7GC ('EW) = a(q) [300 - 401 + 02] T2,

11



donde a(q) = F(?;’;aﬂ(fflt 22)2f1(18f()1”), C(w) = kzl = denota la funcién zeta de Riemann y

g es una constante o parametro de suavizacion que se puede estimar mediante ¢ =
L_Jog (300—4Ck+02k

2logk 3Cy—4C1+Co
pero los autores recomiendan k = 2, 4.

) — % No existe una guia para el valor apropiado de k = 2,2,3, ...,

Si se considera la correccién por finitud, (1 — f), el estimador anterior toma la forma

siguiente

~ . 1

Vae (t=) = N* (1= f) ﬁa(q) [3Cy) —4C; + Cy). (14)
Garcia-Finana y Cruz-Orive [6] muestran que para datos sintéticos, usando una funcién

de medida con ¢ = 1/2, y datos reales de cerebros humanos, su estimador de varianza con

q estimado se comporta mejor que con ¢ =06 ¢ = 1.
Por otra parte, haciendo un poco de élgebra, se puede demostrar que (ver Anexo 6.1)

R ~ 1 n n n
Vias (fx) = N*(1 = gy (320 =42 wais + 3 vities
i=1 =2 =3

(—5yf — y3 — y2_1 — 5Y2 + 4yots + 4WnlYn-1)

+ N - 1) 6n(n — 2) ’

sincn—2y a(¢g=—-1/2) =1/3, entonces

~ R ~ R 1
Vsai (tx) = Vae (t) — N?(1 — f)@ (591 + 43 + vy + 5y — 4yayn — AYnYn—1] ,

es decir, el estimador (12) puede expresarse como un caso particular de (14) con pardmetro

a(—1/2) = 1/3 menos una cantidad que depende de y1, Yo, Yn—1 Y Yn-

Si 2v/5 ~ 4, ‘75611' sera menor que VGC con ¢ = —1/2, ya que la expresién anterior se puede

escribir como

‘/}Sdi (fw) ~ ‘7Gc (fw) - N2(1 - f)# [(\/g?h - 92)2 + (\/gyn - yn—1)2 .

4. Varianza del estimador bajo el modelo especifico “mo-

delo de cola de ballena”, WTM

La eficiencia del muestreo sistematico depende del orden de los elementos de la poblacion, la
varianza es mas pequena si los totales muestrales t,,. son similares, como puede observarse en
la expresién (6). Los estimadores Vg (t,,) v Vsai (tﬂ) se derivan al suponer para la poblacién

un modelo de media constante entre dos elementos adyacentes y lineal, respectivamente. En la
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derivacién de XA/GC (fw) se encuentra que Vgy (?Tr) depende del grado de suavidad de la funcién de
medida para la cual se quiere estimar el total o la media, a través del pardmetro de suavizacién
q. Es importante hacer notar que al suponer un modelo, implicitamente se esta induciendo un

orden.

En esta seccién la varianza del estimador se deriva bajo un modelo especifico para la
poblacién que se ha denominado por su forma“modelo de cola de ballena” (WTM por sus
siglas en inglés Whale Tail Model), mismo que involucra una poblacién normal reordenada de
cierta manera para reducir varianza. Primero se hara la derivacién en el caso de una poblacién

continua y posteriormente se planteara un modelo analogo en el caso de una poblacién finita.

4.1. WTM poblacién continua

En el caso de que la poblacion de interés sea continua y fija, se define como la funcién de

medida, f*(p), a la funcién (figura 1)

> (p) + |al si 0y < p < By

(15)
O (2—p)+la] si2-P<p<2-0,

f[ip)=y" = {
donde

d~1(p) denota la funcién inversa de una N (0, 1) para el cuantil p, es decir, si y = ®~1(p)

entonces p = [¥__ ﬁe*ﬁﬂdt,

(I)(&) = (I)a y CD(b) = (I)ln

a=®1d,), b = & 1(®,). Por definicién de f*(p) se estd trabajando con una normal

truncada,

y* =y + |a| es la funcién y trasladada a unidades hacia arriba, con

olp)  sid, <p< P,

(16)
d12—p) si2—B,<p<2-,

f(p)zyz{

13
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0.0

Figura 1: Modelo poblacién continua, y* = f*(p)

4.1.1. Estimador del total

En esta situacién, un parametro objetivo t* puede ser el area bajo la curva de la funcién de

medida f*(p), es decir,

Py, 2—d,
o / £ ()dp

D, -y

Dy
=2 [ f*(p)dp

D,
Dy

- / & (p)dp + 2|al(®, — D).
(o9

Un estimador insesgado de t* bajo un muestreo sistemético, esta dado por

1ESy
=T (7' (p) + al)
1E€ESy
donde
2(P, — P, .
T= M es el intervalo muestral,
n
B O, + [u+i—1T si®, <p; < Dy
' 21 — ®y) + Dy + [ty +i — 1|7 si2— B, < p; <2 — By,

u, generado de una U(0,1).

14



4.1.2.

Varianza del estimador del total

A continuacién se derivard una expresion para Viyr M(t ) considerando que el tamano de muestra

n es par, y se demostrara que cuando los limites del intervalo de integracion se eligen tales que

Oy =1-—

®,, entonces la varianza del estimador es cero (ver Anexo 6.2).

Por definicién, la varianza del estimador es igual a

Vivra ()

— B((#)?) -

n 2
=T°E (Z y) — ¢

SRILLED

i=1 j=i+1 =1

donde los valores esperados de la ultima igualdad estan dados por

n

2
ZE(%) -7

i=1

Dy
/ O (v)dv.
D4

)}2 dv.

n—1 n n/271
E(y; 1 2 kT(I)‘l o1 kT) d
(i) = 742 2 (v) @' (v + KT) dv
i=1 j=i+1 k=1 @

&,—kT
+ Z/ O (1) D (D, + Dy — v — KT dv
o

n/2—1 o,
O ()@ (P + Py — v+ kT dv
n/2—1

k=1

(viy;) +2n|a|ZE (y;) + n’a

}_tz.

(17)

(18)

(19)

(20)

Sustituyendo los valores esperados (18), (19), (20) en la ecuacién (17) y simplificando se obtiene

Vivrar (E —QT{ {o~!

)}de

Y@, + Py — v + KT) dv

n/2—1 LT
+2 Z/ O (w)d (v 4 kT) dv
k=1 a
n/2—1 o,
O (v) D~
-3 / R
n/2 1

—Z/

((I>a+CI>b—v—k:T)dv}

—{t —2[al(®y — 20)}".
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Un caso interesante se presenta cuando ¢, = 1 — ®,, ya que en tal situacion:

Virar (i) = 2T {/z_% (071 ()} do
n/2—1

1-®,—kT
+2 ) / O~ (v) d7 (v + kT) dv
k=1 a

_ / :_% O (0) 0" (v) dv} )

— {t — 2]a|(®, — @,)}*
= —{t — 2/a|(®, — @,)}
= — {2la](®, — @) — 2/al(®, - ¥,)}
=0.

Por lo tanto, bajo el modelo propuesto, Viyrar(£:) = 0 si se cumplen tres condiciones: i) que el
tamano de muestra n sea par, condicién que se puede controlar, i) que &, = 1 — &,, lo cual
implica que se estan truncando los valores extremos (cola izquierda y derecha) de la distribucién
subyacente con igual probabilidad y i) ® ! (v) = —®!(1 —v), la cual se cumplird si la
variable subyacente a la inversa de la funciéon de medida es simétrica, como lo es el caso de la

distribucién normal, la t-de student, la uniforme y otras.

Geométricamente, el area bajo la funcién de medida f*(p) es igual al area del rectangulo de
base 1—-2®, y altura |2a|, lo cual se puede ver facilmente si se corta la figura 1 en sus dos mitades
simétricas y se da vuelta a una de ellas, ambas se pueden acoplar perfectamente formando un
rectangulo con las dimensiones anteriores. Cuando se efectua un muestreo sistematico, la altura
del primer punto seleccionado mas la altura del § 4 1 sera igual a la altura del rectangulo,|2a/;
lo mismo sucede con el segundo punto y el punto £ + 2, y asi sucesivamente, hasta los puntos

n__

% — 1y n. Por lo tanto, el estimador ¢} siempre serd igual a (1 — 2®,)|2al.

Cuando se considera la funcién de medida f(p) = y = y* — |a|, es facil ver que la varianza
del estimador del total £, =T Zies,« Yi €S

Vivra (tx) = Viera (£,
y en caso de que Y ~ N(u,0?) en lugar de que Y ~ N(0, 1), se tiene que

Vivrs (trpo?) = 0 Vivrar(t:) = 0.

16



4.1.3. Varianza del estimador del total considerando un error en el modelo

Un problema mas general consiste en suponer que hay un error en el modelo propuesto, es

decir, que la variable de interés es
Y=y +e=f"(p)+ebp) (22)
donde € es una variable aleatoria que cumple:

i, By le(p)] =0

ii. Vi le(p)] = o2(p).

N
Supéngase que el objetivo es estimar el total ¢ = ) ¥;, entonces el estimador de Horvitz-
i=1
Thompson es

n

i:T}jE
=1

:TZ(y;‘—kei) :tAfr—i—TZei.

=1 i=1

Por otro lado, la esperanza condicional dada la muestra es
n
t;kr —+ T Z €; |’LLT
i=1

= By [filue] + T B [eifu]

i=1

EM [/tvﬂ-‘ur} = EM

A

*

+0

I
>y

N ¥

Viur [Zr’ur} = Vu

=1
Tzn:eﬂu,n
=1
Tiei\ur

i=1

T i € ]ur] )
i=1

Sustituyendo estas dos ecuaciones en el resultado

=Vuy [ffr|ur} + Vu 4+ 2Cov

tr, Tzn: € |uT]

i=1

=04+ Vi +0

= VM

Vsy (tx) = Vav (B [tlwr]) + sy (Vs [txlur])

17



se obtiene

=1

Vsy (tx) = Vay (£2) + Esy (VM

T Z € |ur] > )
Bajo el WTM, con n par y &, =1 — &, se llega finalmente a

TZEJU,«])

=1

$a])

=1

Vivrar (t:) = 0+ Esy (VM

= Egy <VM

4.1.4. Estimador de la varianza

Dependiendo de los supuestos que se hagan acerca de Vys [e(p)] = 02(p), se pueden proponer

diferentes aproximaciones para estimar la varianza dada por la ecuacién (23). Por ejemplo:

= Si se supone que los errores son independientes y Vi [¢(p)] = 02, entonces
VWTMSI ( ) T (1-1) 53
donde

Y1, Y1, - - -, yn son realizaciones de Y,

G=e="1—Y

D i1 €

e =
n
n 2
> (ei—?)
2 i=1
s =
n—1

= Si se supone que los errores no son independientes, se propone usar alguna aproximacion
de las senaladas en la secciéon 3. En virtud de los resultados obtenidos para diversos

ejercicios que hemos realizado, se sugiere estimar la varianza mediante

—2¢; 1+ ¢ s)’
VWTMSdz(fr) (11— f Z 6n1_2)6 2).

4.2. WTM poblacién finita

En muchas situaciones la poblacién de interés no es de naturaleza continua, sino que se trata

de una poblacion finita y por lo tanto discreta, por ejemplo: nimero de habitantes, matricula
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en un nivel escolar, nimero de personas con determinado padecimiento, etc. En este caso se

propone el modelo siguiente (figura 2) cuando el tamano de la poblaciéon N es par:
y; = E(y'lp € L)
= la[+ E(ylp € ;) (24)
1
Sy +—/ fp)dp, i=1,2,....N
Ay,

donde

y = f(p) = f(p) +lal,

f(p):{q)_l(p) sid, <p<1-—9, |

P12-p) sil+P, <p<2-0,

®~!(p) denota la funcién inversa de una N (0, 1) para el cuantil p, es decir, si y = ®7(p)

entonces p = [¥__ —L_e—t*/2q,

V2r
®(a) = P,
a=oYd,),
A= 2(1*—]\?%) corresponde a la longitud del intervalo I;,

I [@, + (i —1)A, &, +iA]  sil1<i<N/2
l 30, + (i — 1)A, 30, +iA] si N/2+1<i<N

45 4

40

35

yi =E[f*(p) [ 1i]

30 1 ¢
251 |
g
X
N 20 4

15 |

10

05 - |

00 =

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 1.2/‘\ 14 16 18 20

P piEhat(i-0.5)2(1-20,)N

Figura 2: Modelo poblacién finita, y;
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Se puede demostrar que en general se cumple

/‘D_l(p)dp — —Vlz—ﬂexp{—%[q’_l(p)]Q}.

Si®, <p<1-—,, oequivalentemente si 1 < i < N/2, entonces

1
yi—z/[if(p)dp
1 -1

1 1 [OPR VAN
S {——[@1@)12}]
AV2r 2 Bu+(i—1)A
1

_ A\;ﬂ [eXp {_5@_1@@ + (i - 1)A)]2} — exp {-%[@‘1(% + ZA)PH .

Anélogamente, si 1 + ®, <p<2—P,, 0biensi N/24+1<i< N

1
yizz/lif(p)dp

“vmer{ el
[exp {—%[@‘1(2 — 3%, — ZA)P} — exp {—%[(1)‘1(2 —3®, — (i — 1)A)]2H :

1
B A\ 27

Por lo tanto,

o { Sl oo Ao 60 oo e o) 1<icy
D ade [ {30712 - 30, —iA)P} —exp {—§[@71(2- 30, — (i - DAP}] siF+1<i<N
(25)

Una alternativa al modelo (24) es que el valor de p asociado a la unidad ¢ sea el punto medio

del intervalo I;, es decir,

!

y; = f*(pi)
donde
@t -g)A sil<i<y
g pi=30,+(i—HA sif+1<i<N

Los valores y* y v, seran muy similares (figura 2), las diferencias serdn un poco mds grandes
en los extremos, cercanos a ¢, 6 2 — ®,, y en la parte central, cercanos a 1 — o, 6 1 + &,. Por
ejemplo, si N = 20 y ¢, =0.02, entonces y; =1.9328, y:r, =1.9331, y§ =2.6995 y yé =2.6971,
mientras que vy, =3.5838 y y;, =3.5446.
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4.2.1. Estimador del total

El parametro objetivo t* corresponde al total de y;, es decir,

N
r=u
- N/2

_ N+ Z A\/_ [exp {_%[@1@@ 4 (i - 1)A)]2} — exp {—%[dﬂ(@a + iA)]2H

+ NZ/Q IA\/% [e p{ ;[®1(2—3<I>a—z'A)]2} —exp{—%[®1(2—3<ba— (i — 1)A)]2H

— Nja|+ exp { —2[071 (@)} — exp d —2[01(@, + DA
5vm (7o { gl | - e gl eur 3

— exp {-%[@1(2 _ 3¢, %A)]Q} +exp {—%[@1(2 _ 3¢, NA)]2H |

Ya que <I>a—|—%A =1-9,, 2—3<I>a—%A =1-®,y2-3%,— NA = ®,, finalmente se llega a

t* = Nlal.

Un estimador insesgado de t* bajo un muestreo sistematico, esta dado mediante

=T

iEST

=T (la| + )

iEST

sp=r,r+T,r+2T,....7r 4+ (n—1)T.

Sustituyendo los valores de la expresién (25) y simplificando (ver Anexo 6.3. Estimador de £,
WTM poblacién finita) se obtiene

t* = Nlal. (26)

4.2.2. Varianza del estimador del total

Ya que el total estimado es igual a una constante entonces

VWTM(A;) =0.

Cuando se consideran los valores poblaciones sin trasladar, y;, es facil ver que
Vivra (tx) = Vivrar (E2) = 0,
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y en caso de que Y ~ N(u,0?) en lugar de que Y ~ N(0, 1), se tiene que

Vivrs (trpo?) = 0 Vivrar(t2) = 0.

4.2.3. Varianza del estimador del total considerando un error en el modelo

Al igual que en el caso continuo, un problema méas general consiste en suponer que hay un error

en el modelo, es decir,
donde € es una variable aleatoria que cumple:

En este caso

't;:Tzn:fg
=1

i=1

Anélogamente al caso de una poblacién continua, bajo el WTM, con n pary &, =1 — &, se

llega a

Vivrum (thr) =0+ Esy (VM

ryan] )

i=1

$a])

i=1

(28)
= Egy (VM

4.2.4. Estimador de la varianza
Para aproximar la ecuacién (28) se pueden hacer supuestos acerca de V) [¢;]. Por ejemplo:
= Si los errores son independientes y Vi [¢;] = 02, entonces

?WTM,SI (Er) =717 (1=1) ”5? (29)

= Si los errores no son independientes, se propone

n

(i —2e;—1 + €i72)2

i () =T2(1 - 30
donde 1,91, ..., yn son realizaciones de }7, e; y 2 se definen de manera andloga al caso

continuo.
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5. Experimento empirico y simulaciones

A continuacién se analizard de manera empirica el comportamiento de los estimadores de la
varianza (29) y (30), para el caso en que la poblacién finita proviene de una poblacién infinita

con distribucién normal.

Sea z1, 29, ..., zy una poblacién finita generada a partir de una N(0,1) con z € [—a,al,
donde ®7!(®,) = a. Esta se ordena en forma de “cola de ballena” colocando a las unidades
de la siguiente manera: y1 = zay), Y2 = 2@3); Y3 = 2(5)r-s YN/2 = Z(N—1)s UN/241 = Z(N)r---s
UN—2 = Z(6)s YN—1 = Z(a), YN = %(2), donde 2(1), ..., z(n) denotan las observaciones ordenadas de

menor a mayor.

Bajo el WTM para poblaciones finitas el error observado estard dado por e; = y; — y; con

y; dada por la expresion (25).

En el experimento se simularon K = 100 poblaciones independientes y finitas de N = 2,200
unidades bajo una distribuciéon normal estandar truncada con ¢, =0.01. Para cada poblacién

y cada una de las T" posibles muestras de tamano n se calcularon:

» La varianza del estimador, pardmetro Vsy ().

= Los estimadores tres senalados en la seccion 3 y los dos propuestos en la seccién anterior:

?Fdi(fw)a ?Sdi(fw)a ‘A/Go(fw), ?WTM,SI(fw) v Vwra,sai(tr).

La simulacién tiene dos objetivos: i) comparar el desempenio de cada uno de los cinco
estimadores con respecto a la varianza del estimador (pardmetro), es decir, comparar el sesgo

y ii) comparar los cinco estimadores en términos de su estabilidad.

En la figura 3 se presenta el promedio de las varianzas sobre las 100 poblaciones y las T’

z(il T ()T

muestras, = , segun el tamano de muestra. Adicionalmente se grafica el promedio
o) S(VEL0)i7)
de la desviacién estandar del estimador (pardametro), x( IS(Y( ) = = sobre

las 100 poblaciones. En términos del sesgo, el mejor estimador corresponde a VWTM’SdZ-(f,r), el

cual decrece conforme el tamano de muestra aumenta.

Como una medida de la estabilidad de las estimaciones, en la figura 4 se muestra el promedio

2
T - B T ?SY
(V@) (\J% <VSY =T > /T)
K :,\ K :
Se observa que el estimador con una menor dispersién también es VWTM’Sdi(fW).

de la desviacion estandar de la varianza estimada,
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Figura 3: Poblaciones generadas ~ N(0,1) y ordenadas en forma de “cola de ballena”. Desviacién estdndar
poblacional y estimada promedio (escala logarftmica). La linea continua muestra el promedio de la desviacién
estandar poblacional sobre las 100 poblaciones generadas. Las lineas punteadas representan el promedio de la
desviacion estandar estimada, segiin tamano de muestra, sobre las 100 poblaciones generadas y las 1" muestras;

la varianza para cada muestra se estima mediante: Vrai, Vsai, Vac, Vwram,sr v Viwrm,sdi-
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Figura 4: Poblaciones generadas ~ N(0,1) y ordenadas en forma de “cola de ballena”. Promedio de la
desviacion estandar de la varianza, segin tamano de muestra y estimador, sobre las 100 poblaciones generadas

(escala logaritmica). La varianza se estima usando: Virgi, Vsais Voo, Vwram.si v Vwra, sdi-
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Adicionalmente al trabajo presentado, es de interés explorar el desempenio de los estimadores
propuestos para funciones de medida resultantes cuando la poblaciéon subyacente no es la nor-
mal, asi como en el caso de datos reales en lugar de simulados. En ambos casos es importante
considerar alguna medida de distancia o diferencia de alejamiento de la funciéon de medida

analizada respecto al WTM.

6. Anexos

6.1. Relacidon entre IA/Sdi y ‘A/Gc

Se habia visto que

Vec (i) =N*(1-f) %Q(Q) [3Cy — 4C + Oy

1 n n n
=N (1= f) —ala) [3D_uf 4D vwi1+ ) yivio
=1 1=2 1=3

n

(i — 251 + Yi2)’

~ R 1
Voar (tx) = N* (1= f) = 31
Desarrollando el trinomio al cuadrado en (31) se tiene que
S Wi — Wi+ vi2)? =D (W 4y — Wi — Wiiez + 202
=3 1=3
= 6y —yi — s — Ay — Ay — o — v
i=1
- Z 8yii—1 + 4Y2t1 + 4YnYn—1 + Z 2YiYi—2
i=2 i=3
=6 =8> w1 +2) Yo
=1 i=2 i=3
=51 = Y3 — Yno1 — 5 + A2y + 4YnYn-1.
Haciendo ¢ = —5yf — y2 — y2_| — 5y2 + 4y2y1 + 4YnYn_1, y sustituyendo en (31), se tiene
R K 1 [ n n n
Vsai (x) = N*(1 — f)m 62%2 - 82%%—1 + 2 Z%%—Q +c
L =1 i=2 i=3
9 [ n n n
= N*(1 - f)—2 32%2 - 42%%’4 + Zyiyid +c¢/2
6n(n —2) L =1 =2 =3
1 [ n n n C
N - ) 1352 4 Wisa| +N2(1— f)—
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sinrcn—2yalg=-1/2) =1/3, entonces

o~ ~ A~ ~ 1

Vsai (tr) = Voo (t) — N*(1 — f)@ 597 + 43 + vi 1+ 5Yh — Y211 — A1) -
Finalmente si 2v/5 ~ 4, la tltima expresién se puede escribir como

‘//\:S‘di (fw) ~ ‘7(;0 (fw) - N2(1 - f)# [(\/5?/1 - y2)2 + (\/gyn - yn—l)ﬂ . (32)

6.2. Derivacién de Viyr)/(t°), poblacién continua

A continuacién se derivara una expresion para Viyr M(t ) considerando que el tamano de muestra

n es par, y se demostrara que cuando ®, = 1 — ®,, entonces la varianza del estimador es cero.

Por definicién, la varianza del estimador es igual a
Vwru(fy) = E ((5,)?) — ¢*

n 2
=T°E Zy) — 2

=1

n 2
_1p z<yi+|a|>) g

i=1

n 2
=1°E Zyi+n|a|) -
i=1
n 2 n
E(Z%) +2n|a|ZE(yi)+n2a2 —t?

i=1

{ZE y?) —I—QZ Z (yiv)) —|—2n|a|ZE (y;) + n*a }—tQ.

i=1 j=i+1 =1

Enseguida se desarrollardn los valores esperados de la ultima igualdad en la ecuacién (33),

considerando que n es par.

n/2 n

Do Bw) =Y Ew)+ Y Eu).

i=1 i=n/2+1
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Obteniendo el valor esperado del primer sumando

n/2 n/2

ZE% Z/ [u+i—1)T) du
_"z/% /EHT v)dv

1 CI’a-i- T
= f/ O (v)dv

1™
=7 g O (v)dv

donde se hizo el cambio de variable v = &, + [u + i — 1|T.

Andlogamente, efectuando el cambio de variable v = 2 — 2(1 — &)+, + [u+ i — 1]T =

20, — &, — [u+ 1 — 1]T, se tiene que el valor esperado del segundo sumando es

n

S Bw) = Y / (2@, — By — [u+i— 1T) du

i=n/2+1 i= n/2+1
20, -0, —1T
= Z ——/ O (v)dv
i=n/2+1 —[-1T
1 [2®—Pa—nT X
= _T/ o (v)dv
2B, — by — LT

Por lo tanto,
Dy,
ZE Yi) / O (v)dv.

Por otra parte, el valor esperado de la variable al cuadrado es:

n/2 )
ZEyZ _22/ {7 (Po+ [u+i—1T))} du

n/2 @, iT

- —Z/@ ! () do

atli— I]T

/2T
_ % (o7 (0)} du
o,

2 [P 1 2
=7 g {7 (v)}" do.
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Para obtener el valor esperado de y;y; se deben de considerar 3 casos, dependiendo de los valores

que tomen los subindices i y 7,

n—1 n
> E(yiyy) = s1+ 52+ s3 (34)

i=1 j=i+1
donde:

n/2—1 n/2 4

A=Y 3 [ @l U@ @ [t - T da )
i=1 j=i+170
n/2 n 1

2= 2. / O (o + [uti—1T) & (20, — o — [u+j — 1T) du (36)
i=1 j=n/2+1" 0

83 = ni: En:/1<I>_1(2<I>b—61>a—[u+i—1]T)®‘1(2@b—<I>a—[u+j—1]T)du. (37)

i=n/2+1 j=i+1

Haciendo los cambios de variable v = ®, + [u+ i — 1]T'y j =i+ k en (35) y simplificando se
llega a que

n/271 TL/Q*’L q>a+7;T

31:; ;%/p O (v) @t (v + kT dv

at[i-1]T

1 n/2—1 ®a+T

-1 ;/ &1 (0) & (v + kT) do

n/2=2  §, 42T
+ > / O () D (v 4 kT) dv
kzl <Da+T

1 ®,+4[n/2-1]T
ot / O (v)d 7 (v+ET) dv
(]

1 By+[n/2-1]T 38
:T{/ (W) (v+T)dv (38)

Dat[n/2—2]T
- / O (v) ! (v+2T) dv

4ot /:a+T O (v) @ (v+[n/2 —1]T) dv}

1 n/2=1  §,4[n/2—k|T
_1y / O (0) & (v+ kT) do
Iz Je.
1 n/2=1 &, kT
= — Z / O ()@t (v + KT dv.
®,

T
k=1
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Siv ==, +u+i—1Tyj=1i+k, entonces 20, — &, — [u+ j — 1|T = 2, — kT — v.

Sustituyendo en (36) se tiene lo siguiente

n/2  n—i Boy+iT
2=Y Y / (v) D1 (28, — v — kT dv
i=1 k=n/241—i at[i— l]T
L)« [ 1 1
-1 Z[D O () B (2B, — v — KT) du

k=n/2
n—2 Oq+2T

+ Z / O (v)d ! (20, — v — KT dv

k=n/2-1" PatT

/2 ®u+[n/2T
+-~-+Z/ ' (v)d (20, — v — kT) dv

v J ®atn/2-1T
1 <Pa+[n/2}T
-1 / O (0) & (20, — v — [n/2T) dv
D,

[n/2T
/ O (v)d (20, — v — [n/2 — 1]T) dv
Do+T

_|_

/2T
+...+/ O (1) O (20 — v — T) do

+[n/2-1]T

+/%+n/2 o ()@ (20— v (/2 1T do

(]

+/ votinf2-AT () @7 (20, — v — [n/2 + 2|T) dv

Dq

Fot /cb ()07 20—~ [0 1T o |

1 n/2 &, n/2T
= / Ot ()@ (20, —v — [n/2 — k+ 1]T) dv

T k=1 a+[l€*1]T
n/2=1 ¢, +[n/2—k
+ / () d7 (20, —v — [n/2 + K|T)d
k=1 Y ®a
1 n/2=1 ¢, +[n/2T
_ 1 / B () D= (2 — v — [n)2 — kIT) do
T = Jostrr
n/2=1 ¢, +[n/2—k|T
+ / P (v)d (20, —v — [n/2+K|T)d
k=1 v ®a
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n/2—1

:? Z/W (@, + By — v+ kT) du
(39)

n/2—1

+Z/ @y + By — v — KT dv

Si en la ecuacion (37) se hacen los cambios de variable v = 20, — ®, — [u+j— 1Ty j =i+ k,

se tiene que

i=n/2+1 k=1 20y —Pa—[i-1]T
n—l n—i

1 [2% [i—1T
T / O (v) @ (v—kT) dv
1= n/2+1k 1 20, —@,—[i|T
1 n/2-1 0%, —®,—[n/2]T
/ o' ()@ ! (v —kT)dv
®o—[n/2+1]T
n/2—2

29y [n/2+1]T
+ > / ! (v)® " (v — kT) dv

ey J20,—®a—[n/2+2)T

1 23, — b, —[n—2]T
+-~-+Z/ O (v) d! (v — kT) dv

ey /2@, —®a—[n—1]T
2®,— b, —[n/2)T

= % {/ ()@ (v—T)dv (40)

28, — B, —[n—1]T

20, [n/2]T
+ / ()t (v —2T) dv
P

—®4—[n—2|T

@y [
28y~ ®q—[n/2)T
—l—---—l—/ 1 (v) @ (v —[n/2 - 1T)dv
-1
23—

n/2+1]T
n/2 1 —[n/2T
/ Pt (w)d (v —kT)d
—[n—k]T
n/2 1
/ v —kT)dv
a+kT
n/2 1
/ L (w+kT)d
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Sustituyendo (38), (39) y (40) en la ecuacién (34)

n—1 n 1 n/2—1 &p—kT
>N Elyw)) = 712 > / O (v)d (v +kT) dv
i=1 j=it1 k=1 v Pa
’I’Z/2—1 q>b
+ > / O (0) O (D, + By — v + kT) dv
i Y PatkT
TL/Q*]. @b—kT
+ ) / O (0) D (D, + By — v — KT dv
k=1 a

Sustituyendo los valores esperados en (33) y efectuando operaciones se obtiene

Dy
Viwrar(i2) = 77 {% (o7 ()} du
D,

o | "L ek
+ 7 |2 > / O () D (v + kT dv
k=1 Y ®a
TL/2—1 ¢b
+ Z/ O () D (D, + By — v+ KT) dv
o ®atkT
n/2—1 g, kT
+ Z / () (D, + P, — v — kT) dv
k=1 7 ®a

2 [
+ 2n|a|f/ O (v)dv + n2a2} — 2
simplificando se llega finalmente a

VWTM(A;) = 2T{ . ' {(I)_l (v)}2dv

n/2—1 ®y—kT
2% / O () > (v + KT) dv
k=1 a
n/2—1 @,
+ 3 / > (0) @ (D, + Dy — v + KT) dv (41)
k=0 D, +kT
n/2—1

&, —kT

— Z/ O (v) O (D, + Dy — v — kT) dv
k=1 a

— {t — 2|a|(Dy, — D,)}>.

Cuando &, = 1 — @, y considerando que en el caso de la distribucién normal &' (v) =

31



—®~1 (1 —v), entonces

(I)b 1_(1:'(1
/ () (P + Py — v+ KT) dv = / P (W)d (1 —v+kT)dv
Qo +kT D, +kT
1-9,
:—/ P (1—v)®d (1 —v+kT)dv
Do +ET
D4
= / O (v)d 7 (v+ET) dv
1-®,—kT
1-®,—kT
=— / O (v) @ (v+ kT do,
@,
&y —kT 1-®,—kT
/ Ot ()T (B + Dy, —v —kT) dv = / (W) d (1 —v—kT)dv
‘I:‘a a

1-d,—kT
:—/ (1 — ) &L (1 — v — kT) dv

Do+kT
= / ()t (v —KT) dv
1

,(I)a

D4
= / ' (v)d (v +ET) dv
1-®,—kT

1—®4—kT
=— / O (v) @ (v+ET) do.
Dy

Luego, reemplazando las tltimas dos integrales en (41) se llega a

1—P,
VWTM(A;) =2T {/ {(I)_l (U)}2 dv
n/2=1 4 g, kT
+2 ) / &' (0) D (v + kT) dv

k=1
n/2—1

1-®y—kT
—QZA O (v) @ (v+ET) dv
k=1 7 Pa

_ / :_% O (0) & (v) dv}
— {t — 2Jal(®y — ®a)}*

= — {t — 2|al(®, — ®,)}
= — {2|a|(q)b — Cba) - 2|CL|<(I)b - @a)}Q
= 0.
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6.3. Estimador de f;, WTM poblacién finita

Un estimador insesgado de t* bajo un muestreo sistemético, esta dado por la expresion

sp=r,r+T,r+2T,....7r 4+ (n—1)T.

Luego,

=T (lal+w)
i=1

= Tnla| + TZyZ-
n/2 n
:N|a|+TZy¢+T Z n
i=1 i=n/2+1
T 2 1 , )
— Nla| + NGTI ; [exp {_5@ (Do + [ + (i — )T — 1)A)] } +
— exp {—%[@‘I(CDG +[r+ (i — 1)T]A)]2H +
T u 1 —1 . 2
+\/%A‘ Z {exp{—i[(b (2—=3P, —[r+ (i—1)T]A)] }+

i=n/2+1

— exp {_%[(D_I(Q — 3%+ [+ (- DT - HA)PH
n/2

\/%A Z [eXp {_%[@—1(% +r+ @G —-1)T - 1]A)}2} +

=1

= Nla| +

— exp {—%[@1(% +[r+ (i — 1)T]A)]2H +
n/2

T 1.4 . 2
+\/%AZ[GXP{_§[CD (2—3<I>a—[r+(n/2+z—1)T]A)]}—l—

=1

~ exp {—%[@—1(2 3By 4+ [r + (/240 — 1)T — 1]A)]2H |

Ya que 2—30,—[r+(n/2+i—1)T]A = 1-®,—[r+(i—1)T]|A, 2—30,—[r+(n/24+i—1)T—1]A =
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1—-®,—[r+ @G —-1)T—-1Ay ®d (1 —-v)=—-d1(v), entonces

n/2
=N+ Y oxp { 5107 (@ [ - DT - DA+

— exp {—%[@‘1(% +[r+ (i — 1)T]A)]2H +

V2rA 2/3 {exp {—é[—@l(% —lr+ G- 1>T]A>]2} -
- xXp {—%[—¢>1(<I>a +r+ (G —-1)T - HA)]QH

= Nlal.

_|_
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