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Prefacio

Este texto contiene los notas de clase del curso semestral de Teoria del Riesgo
impartido por el autor a estudiantes de tultimo semestre de la carrera de
actuarfia en la Facultad de Ciencias de la UNAM. Contiene el material basico
para un curso introductorio de ciertos temas de la teoria matematica del
riesgo en seguros, asi como una coleccién de ejercicios.

Considero necesario hacer énfasis en que este trabajo tiene el caracter de
preliminar y que el material completo fue compilado de las fuentes que apa-
recen al final del texto. Debido a la falta de bibliografia en el tema en idioma
espanol y a la urgencia de contar con este material de apoyo, me atrevo a
presentar estas notas preliminares con la esperanza de mejorarlas paulatina-
mente a lo largo de los préximos meses. Cualquier comentario, correcciéon o
sugerencia es ampliamente agradecida.

El Autor
Ciudad Universitaria UNAM
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Capitulo 1

Modelo individual vs modelo
colectivo

En este capitulo se presenta la perspectiva individual y la colectiva para mo-
delar el riesgo correspondiente al agregado de reclamaciones que afronta una
compania aseguradora. Se estudian algunas propiedades y relaciones entre
estas dos perspectivas. En el resto del curso se adopta el modelo colectivo
como modelo fundamental.

1.1. Modelo individual

Suponga que se tiene un portafolio de n pdlizas individuales de seguros
validas por un ano:

Podliza 1 Poliza 2 Péliza n

Sea p; la probabilidad de que el j-ésimo asegurado no efectiie ninguna recla-
macién durante el tiempo de vigencia del seguro y sea g; la probabilidad de
que se observe exactamente una reclamacién. Suponga la igualdad p;+¢q; = 1,
ello inhibe el hecho de que haya més de una reclamacién por cada asegurado.



Defina la variable aleatoria
D { 1 si hay reclamacién en la pdliza 7,
j —

0 si no hay reclamacién en la pdliza j.

Claramente D; tiene distribucién Bernoulli con pardmetro g;. Suponga ahora
artificialmente que cada podliza efectiia una reclamacién y sea la variable
aleatoria C'; > 0 el monto de la reclamacién efectuada por la pdliza j. La
verdadera reclamacion de la pdliza j esta dada por el producto:

D.C Cj SiDjZl,
7710 sipj=o.

De esta forma se considera como datos en este modelo los vectores aleatorios
(D17 01)7 (D27 02)7 ey (DTH Cn)7

que se asumen independientes entre si, y consideraremos también que las
variables D; y C; son independientes. El monto de reclamaciones agregadas
o agregado de reclamaciones es la variable

S=> D;C;. (1.1)
j=1

Esta variable es entonces el monto que afronta una compania seguradora por
concepto de reclamaciones durante el periodo completo del seguro. La ecua-
cién (1.1) representa el modelo individual para un seguro de las caracteristi-
cas senaladas pues éste lleva registro de las probabilidades de reclamacion
y posible monto de reclamaciéon de cada pdliza de manera individual. Desde
el punto de vista matematico, nuestro objetivo es conocer las caracteristicas
probabilisticas de S, a quien llamaremos riesgo.

Si Fj(z) denota la funcién de distribucién de D;C; entonces la funcién de
distribucién F'(z) del riesgo S adquiere la siguiente expresién en términos
de convoluciones:

Esta expresion general y compacta es, sin embargo, un tanto dificil de calcu-
lar. Como primeros resultados generales se presentan a continuaciéon algunas
caracterfsticas numéricas de S. Denotaremos por G;(z) la funcién de distri-
bucién de Cj, y como es costumbre, cuando exista, Mx (t) denota la funcién
generadora de momentos de una variable X.



Proposicion 1 Bajo la notacion e hipdtesis del modelo individual se tienen
los siguientes resultados.

1. F]($) = pjl[o,oo) (ZL‘) aF quj(as).
2. MDjCj (t) =1+ q]'(MCj(t) —1).

n
3. Ms(t) = ]I + q;(Mc, (t) — 1)].
7j=1

S)=> g¢E(C
j=1

n

5. Var(S) = Z[Qj Var(C;) + q;p; E*(Cy)).
j=1

Demostracion.
1. Para cualquier ntimero real z,

Fj(z) = P(D;Cj<wx)
= P(D;Cj<z|D;=0)P(D; =0)
+P(D;C; < x| D; = 1)P(D; = 1)
= P(0<z|D;j=0)p;+P(C; <z|Dj=1)g;
= Pjlieo) (@) + ¢;Gj().

2. Tenemos que

Mp,c,(t) = E(Pi%)
= E(Pi% | D; = 0)P(D; = 0)
+E(ePi% | D; = 1)P(D; = 1)
= p;j+q;Mc; (1)
= 1+q;(Mc,(t)—1).

3. Esta igualdad se sigue directamente de la anterior usando la hipdtesis de
independencia.



4. Nuevamente por independencia,

E(S) = EH:E(DJCJ')
j=1
= ) E(D))E(C))
j=1

= > 4E(C).
j=1

5. Primeramente se tiene que
E(D;Cy) = ¢E(C)),
vy B(DiC}) = ¢E(C).

Entonces

Var(DjC’j) = qu(C'JZ)— ]2E2(C’])
= q[Var(Cj) + E*(C))] — ¢; E*(C})
= ¢;Var(Cj) + ¢;p; E*(C)).

Por lo tanto

Var(s) = 3 Var(D,))
j=1
= Z[quar(Cj) + ijjEz(Cj)]-
j=1

O

Cuando n es grande, el teorema del limite central establece que la distribu-

cién de S puede aproximarse mediante la distribucién normal, es decir,

S — E(S) - x — E(S)
Var(S) — /Var(S)
T — E(S))
Var(S) "

P(S<z) = P(

Q

o(

Esta aproximacién puede ser adecuada para ciertos riesgos pero tiene la
desventaja de que asigna una probabilidad positiva al intervalo (—o0,0),
lo cual no es consistente con el hecho de que S > 0. Adicionalmente la
funciéon de densidad normal decae muy rapidamente, y existen riesgos que

no cumplen con tal caracteristica.



1.2. Modelo colectivo

Considere un conjunto de un niimero no determinado de contratos de seguros
sobre un periodo de tiempo [0,7], el cual puede corresponer a un ano por
ejemplo. Sea N la variable aleatoria que denota el nimero de reclamaciones
ocurridas en este intervalo, y sean las variables Y7,..., Yy los montos de
estas reclamaciones. Graficamente una posible realizacién de tal esquema se
muestra en la siguiente figura:

$Y,
$Y3
$V; T 5Y;
T $Y. | ...

1 L 4 &

0 T
Tiempos y montos de reclamaciones.

Consideraremos que el numero de reclamaciones N y los montos de éstas,
Y1,..., YN, son variables aleatorias independientes. Mas atin supondremos
que las reclamaciones mismas son independientes entre si y comparten la
misma distribucién de probabilidad. El monto agregado o acumulado de to-
das las reclamaciones efectuadas es la variable aleatoria .S, llamada riesgo,
y definida como sigue
N
S=>"Y; (1.2)

Jj=1

Observe que cada sumando es una variable aleatoria y que el nimero de
sumandos es también aleatorio. La ecuacién (1.2) representa el modelo co-
lectivo para un contrato de seguros. Nuevamente nuestro objetivo es estudiar
las caracteristicas de la variable S, cuyas posibles realizaciones como funcién
del tiempo tienen la siguiente forma:



El agregado de reclamaciones como funcion del tiempo.

A la funcién de distribucién de cada reclamaciéon Y la denotaremos por la
letra G. Se asume naturalmente que G(0) = 0, ello equivale a decir que la
variable Y es no negativa. Adicionalmente usaremos la notacién p,, = E(Y™),
en particular se escribe p en lugar de p; = E(Y).

Nuevamente el problema central es encontrar la distribucién de probabilidad
de S, la cual naturalmente depende de la distribuciéon de Y y de N. Un primer
resultado general al respecto es el siguiente.

Proposicion 2 La funcion de distribucion del riesgo S en el modelo colec-
tivo es

Fs(x) =) G*"(z)P(N =n).
n=0

Demostracion.

Fs(x) = Y P(S<z|N=n)P(N=n)

n=0



O

Algunas caracteristicas numéricas de la variable S se muestran a continua-
cién.

Proposicion 3 El riesgo S en el modelo colectivo cumple las siguientes
propiedades.

1. E(S) = E(N)E(Y).
2. E(S?)=E(N)E(Y?)+ E(N(N —1))E%(Y).
3. Var(S) = Var(N)E*(Y) + Var(Y)E(N).

4. Ms(r) = My (In(My(r))).

Demostracion.

1. Condicionando sobre el valor de N, y después usando la hipotesis de
independencia,

0o N

E(S) = Y EQ_Y;|N=n)P(N =n)
n=0 j=1

= Y E()_Y;|N=n)P(N =n)
n=0 j=1

= > nE(Y)P(N =n)
n=0

= E(N)E(Y).
2. Nuvamente condicionando sobre el valor de IV,
00 N
E(S?) = Y E(Q_Y;)’IN=n)P(N =n)
n=0 j=1

= S B %) N = n)P(N =n)
n=0 j=1

10



S E(S.Y)?)P(N =)
n=0

J=1

YD _EX)+ D EY;Y)]P(N =n)

n=0 j=1 Jik=1
#k
Y [RE(Y?) + (n(n —1))E*(Y)|P(N = n)
n=0
E(N)E(Y?)+ E(N(N —1))E*(Y).

3. Por las férmulas anteriores,

Var(S) = E

§%) - E*(S)

= E(N)E(Y?)+E(N(N = 1)E*(Y) = E*(N)E*(Y)

= F

NE(Y?) = BX(Y)] + [B(N?) = E*(N)E*(Y)

= E(N)Var(Y) + Var(N)E*(Y).

4. De manera andloga a los dos primeros incisos,

Ms(r)

ZE rMit YN | N = p)P(N = n)

= ZE rMt Y ) PN = n)

[e.e]

= S (My (n)"P(N =n)

n=0

= B((My(r)")
_ E(GN ln(My(r)))

= MN(ln(My(T))).

O

Consideraremos a continuacién algunos casos particulares del modelo colec-

tivo.

11



Modelo binomial compuesto

Cuando el nimero de reclamaciones N tiene una distribucién binomial se
dice que el riesgo S tiene una distribucién binomial compuesta. Bajo esta
hipétesis se tienen los siguientes resultados.

Proposicién 4 (Modelo binomial compuesto) Si N tiene una distribu-
cion bin(n,p) entonces

a) E(S) = nppu.
b) Var(S) = np(uz — pu?).
¢) Ms(r) = (1—p+pMy(r))".

d) E[(S — E(5))%] = n(pus — 3p*pap + 2p°u3).

Estas expresiones se siguen facilmente de las férmulas generales demostradas
antes, basta recordar que si NV tiene distribucién bin(n, p), entonces E(N) =
np, Var(N) = np(1 —p) y Mn(r) = (1 —p+pe")".

Modelo binomial negativo compuesto

Cuando el nimero de reclamaciones N tiene una distribucién binomial ne-
gativa se dice que el riesgo S tiene una distribucion binomial negativa com-
puesta. En este caso se tiene lo siguiente.

12



Proposicién 5 (Modelo binomial negativo compuesto) Si N tiene
una distribucion bin neg(c, p) entonces

a) E(S) = a(l/p - p.
b) Var(S) = a(1/p — 1)(1/p)u? + a(1/p — 1)(uz — 12).

_ p “
) Ms0) = (=)
d) E[(S — E(S))’] = a(1/p — Vs + 3a(1/p — 1)%uap + 2a(1/p — 1)3p>.

Para encontrar estas féormulas es suficiente recordar que si IV tiene distri-
bucién bin neg(a, p) entonces E(N) = a(1 —p)/p, Var(N) = a(l — p)/p? y
My (r) = [p/(1 — (1 —p)e")]*.

Modelo Poisson compuesto

Cuando el nimero de reclamaciones NN tiene una distribuciéon Poisson se
dice que el riesgo S tiene una distribucién Poisson compuesta, y se tienen
los siguientes resultados.

Proposicién 6 (Modelo Poisson compuesto) Si N tiene una distribu-
cion Poisson(\) entonces

a) E(S) = Ap.
b) Var(S) = Aus.
¢) Ms(r) = exp[A(My (r) —1)].
d) E[(S — E(S))*] = Aus.

U3

e) as =
3 N

> 0.

13



Nuevamente estas expresiones son consecuencia de las férmulas generales
demostradas antes, y del hecho de que si N tiene distribucién Poisson(\)
entonces E(N) = A, Var(N) = Xy My(r) = exp[A(e" — 1)]. Observe que el
parametro A y la distribucion de la variable Y determinan por completo al
modelo Poisson compuesto.

Modelo Poisson compuesto
asociado al modelo individual

Considere el modelo individual de riesgo

St = Zn:DjCj,
j=1

junto con la notacion e hipdtesis correspondientes. A partir de este modelo
se construye a continuacién un modelo colectivo con distribucién Poisson
compuesta. Para ello recuerde que tinicamente se necesita establecer el valor
del pardmetro A de la distribucién Poisson y la funcién de distribucién G(z)
del monto de las reclamaciones. Sean entonces

A= ZQj7 (13)
j=1

y Gl = Y G, (1.4)
j=1

Con la primera igualdad se establece que el nimero esperado de reclamacio-
nes en ambos modelos sea el mismo. La segunda ecuacién define a la funcién
de distribucién de una recamacion en el modelo colectivo como la suma pon-
derada de las funciones de distribucién del monto de las reclamaciones en el
modelo individual. De esta forma se construye entonces un modelo colectivo

N
Se=>"Y;
j=1

a quien llamaremos modelo colectivo Poisson compuesto asociado al modelo
individual. Este modelo tiene las siguientes propiedades.

14



Proposiciéon 7 (Caracteristicas del modelo Poisson asociado) Sea
S¢ el modelo colectivo Poisson compuesto asociado al modelo individual S*
con reclamaciones Y. Entonces

E(SC) = Z?:l qJ'E(Cj) .

2. Var(S°) qu [Var(C;) + E*(C}))].
YR =>" X]E(C]’?).
j=1

4. My (t) Zj

Demostracion. Estas expresiones se siguen directamente de resultados pre-
vios acerca del modelo Poisson compuesto y de las igualdades (1.3) y (1.4).
Por ejemplo, el k-ésimo momento de una reclamacion del modelo S¢ es

E(Y*) = /0 T yhday)

O

A modo de comparacién se tiene entonces que E(S?) = E(S¢), mientras que
Var(S?) < Var(S¢).

15



El modelo Poisson compuesto asociado
como limite del modelo individual

Sea S el riesgo en un modelo individual y sea S¢ el riesgo del modelo co-
lectivo Poisson compuesto asociado. En esta seccion se demuestra que este
modelo colectivo puede ser obtenido como un proceso limite en el modelo in-
dividual. Consideremos entonces el modelo individual junto con la notacién
e hipdtesis usuales. Por resultados previos sabemos que

Mgi(t) = TJ[L + (M, () — D).
j=1

Se construye un modelo individual adicional S,i de la siguiente forma: Cada
poliza j se reemplaza por k polizas idénticas en cada una de ellas la pro-
babilidad de reclamacién se define como g;/k, y la funcién de distribucién
del monto de una reclamacién es la misma G;. Entonces el portafolio con-
siste ahora de kn pédlizas. Por lo tanto si S,i denota el riesgo asociado a tal
portafolio entonces se tiene que

Mg, (1) = [T+ 3 (e, (1) — 1))

k

<.
Il
-

Se hace ahora tender k a infinito y usando el resultado kh’m (14 z/k)F =e®
—00

se obtiene

lim Mg (t) = HeXp[qj(Mcj(t)—l)]

k—o0 j=1
= exp[z qiMc;(t) — Al
j=1
= exp[A(My(t) — 1)]
= Mge(t).

Puesto que la convergencia de funciones generadoras de momentos es equi-
valente a la convergencia en distribucién de las correspondientes variables
aleatorias, se obtiene entonces que el modelo colectivo Poisson compuesto
asociado es el limite en distribucién del modelo individual cuando el ntime-
ro de polizas crece y las probabilidades de reclamacion se hacen cada vez

16



mas pequenas. El argumento presentado en esta seccién justifica el uso del
modelo Poisson compuesto bajo las condiciones mencionadas.

En este sentido, el siguiente argumento intuitivo también favorece al modelo
Poisson compuesto como una generalizacién del modelo individual. Recor-
demos nuevamente que la funcién generadora de momentos del riesgo S* en
el modelo individual es

M:(t H1+QJ Mc,(t) = 1)].

El término qj(M(;j (t) — 1) es pequeno para valores pequenos de t. Usando la
formula In(1+x) =  — 22/2 4+ 23/3 4 - - -, se puede escribir la aproximacién
In(1 + z) =~ . De modo que

In(Ms:(1) = >l +g;(Me, (1) — 1)

j=1

~ Y qi(Mc (1) - 1)
j=1

= A (Me, (1) - )]

=1
n "

= /\[Z XJMC]’ (t) - 1]7
j=1

en donde A = g1 + - - - + g,. Por lo tanto
Mgi(t) =~ exp(\[3 Lo, (1) - 1)),
j=1

Esta es nuevamente la funcién generadora de momentos del riesgo con distri-
bucién Poisson compuesta en donde los montos de las reclamaciones tienen
funcién generadora de momentos

n ai
Z XJMC]‘ (t)
j=1

17



Modelo Poisson compuesto
con varios tipos de riesgos

En esta seccién se demuestra que la suma de riesgos independientes que
siguen el modelo Poisson compuesto también es Poisson compuesto.

Proposicion 8 Sean S1 y Sy dos riesgos independientes con distribucion
Poisson compuesta con pardmetros A1 y X, y reclamaciones YV y Y2 con
funcion de distribucion G1(x) y Ga(x) respectivamente. Entonces el riesgo
S = 51+ 55 también sigue una distribucion Poisson compuesta con pardme-
tro A = A1 + Ao, y las reclamaciones tienen funcion de distribucion

G(z) = %Gl(az) + %GQ(JJ)

Demostracion. Por independencia tenemos que
Ms,45,(r) = Mg, (r)Ms,(r)
= exp[A(My (r) — 1)]exp[A2(My ) (1) — 1)]
A A
= expA\(5 My (1) + 5 Mya(r) = 1),
en donde )‘—)}MY(D (r)+ %My(z) (r) es la funcién generadora de momentos de
la funcién de distribucién G(z) = ALG1(x) + 32Ga (). O

El resultado anterior puede extenderse al caso S = S1 + -+ .5,,.

Modelo Poisson compuesto
con reclamaciones clasificadas

Sea S un riesgo con distribucién Poisson compuesta de parametro A. Suponga
que los montos de las reclamaciones pueden ser clasificadas en m categorias
excluyentes y exhaustivas denotadas por Ay, ..., Ay,,. Seap, = P(Y € Ag) >
0 tal que p1 + -+ + pm = 1. Sea Ni el numero de reclamaciones del tipo k.
Entonces N = N; 4 --- + N,,, y debido a la independencia de los montos en

18



las reclamaciones, el vector (Nq,---, N,,) tiene una distribucién condicional

multinomial(py, ..., pm;n) cuando N = n, es decir, para enteros no negativos
ni,...,Nm tales que ny + - -+ + n,y = n, se tiene que
P(Ni=n Npp =nm |N =n) = " P phm
1 1y---94Vm m nyoo- N 1 n ¢
La distribucién no condicional del vector (Ny,...,N,,) es el contenido del
siguiente resultado.
Proposicion 9 Las variables aleatorias Ni, ..., N,, son independientes y
cada variable Ny tiene distribucion Poisson(Apg).
Demostracion. Sean nq, . .., n,, enteros no negativos tales que ni+- - -+n,, =
n. Entonces
P(Ny=n1,...,Npy=n4) = P(Nyr=n1,...,Np =nm, N =n)
= P(Ni=n1,...,Np=np|N =n)P(N =n)

n! n "
— 1., .,m -
ny! "nm!pl Pm”r®

1!
— - (Apg)"* —Apk
1 e .
k=1

Se desprende de esta igualdad que N, tiene distribucién marginal Poisson(Apy),
y ademas se verifica la independencia. O

Como los montos de las reclamaciones son independientes de N, el riesgo de
tipo k estd dado por

N
Se=Y_ Y- 1y,ean
j=1

y tiene distribuciéon Poisson compuesta con parametro Api. La distribucién
condicional del monto de las reclamaciones de este riesgo es

Gr(r) = P(Yj<z|Y) e A

PY; <Y € Ap)
P(Yj € Ay)

19



En particular, cuando Ay = (xg_1,zk] con 0 < zp < 1 < -+ < oy, para
T € (Th—1,Tk],
G(z) — G(w-1)

Cile) = G(zy) — Gzp-1)

Modelo Poisson compuesto mixto

Cuando el nimero de reclamaciones N tiene una distribucién Poisson(A) y
el pardmetro A es a su vez una variable aleatoria, se dice que el riesgo S
tiene una distribucion Poisson compuesta mizta. Algunas caracteristicas de
esta distribucién se muestran a continuacién.

Proposiciéon 10 (Modelo Poisson compuesto mixto) Si N tiene una
distribucion Poisson(A) en donde A es una variable aleatoria con funcion de
distribucion H entonces

a) P(N =n) = /OOO e_h% dH (h).

b) E(S)=E(A)pu.

¢) E(S?) = E(A)ug + E(A?) 2.

d) E(S%) = E(A)us + 3E(A*)uap + E(A%) P

e) Var(S) = Var(A)u? + E(A)us.

f) E[(S - E(S))*] = E[(A — E(A))*]1® + 3Var(A)pap + E(A) 3.

9) Ms(r) = My(My(r) —1).

Para obtener todas las expresiones de esta proposicién es suficiente condi-
cionar sobre el valor de A.
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1.3. Ejercicios

Modelo individual

1. Considere el modelo individual para un portafolio de n pdlizas de se-
guros. Bajo la notacién e hipdtesis usuales, demuestre que el ntimero
esperado de reclamaciones es

n
>4
j=1

2. Considere el modelo individual para un portafolio de n pdlizas de se-
guros de vida. Suponga que el j-ésimo asegurado tiene una suma ase-
gurada constante z;. Demuestre que

a) B(S)=> ¢z
j=1

b) Var(S) = qupjzjz».
j=1

3. Encuentre una expresién para E(S?) y E(S?) cuando S sigue un mo-
delo individual de riesgo.

4. Considere un portafolio de 21 pdlizas individuales de seguros de vida
validas por un ano como se indica en la siguiente tabla.

Tasa de Suma asegurada
mortalidad ¢; | $2 [ $3 [ $4 | $5
0.04 1 1 2 1
0.05 0(2]3]|3
0.06 111124

Usando el modelo individual calcule E(S) y Var(S).

5. Sean g0, gj,1 Y ¢j,2 las probabilidades de que el j-ésimo segurado pre-
sente 0, 1 y 2 reclamaciones respectivamente durante el tiempo de vi-
gencia del seguro. Suponga que cada una de las posibles reclamaciones
de la pdliza j es constante z; y que

Encuentre férmulas para E(S) y Var(S) en el modelo individual.
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6. Una compania aseguradora tiene una cartera con pdlizas de seguros
de vida y diferentes sumas aseguradas como se muestra en la siguiente

tabla.
Suma, Numero | Probabilidad de
asegurada | de pdlizas reclamacién
$10,000 1,000 0.0040
$20,000 1,500 0.0035
$30,000 2,500 0.0030

Calcule E(S) y Var(S) usando el modelo individual.

Modelo colectivo

7. Considere el modelo colectivo de riesgo S = z;vzl Y; en donde N tiene
distribucién Poisson()\) y Y sigue una distribucién log normal(m, o2).
Demuestre que

a) E(Y) = exp(c?/2 4+ m).

b) Var(Y) = (e°" — 1) exp(0? 4 2m).
¢) i = exp(nm +n20?/2).

d) E(S) = Xexp(c?/2 4+ m).

e) Var(S) = Aexp(202 + 2m).

) a5 = - exp(30°/2).

VA

Modelo binomial compuesto

8. Compruebe las formulas de la Proposicion 4 de la pagina 12.

9. Sean S7 y SS9 dos riesgos independientes con distribucién binomial
compuesta con pardmetros (nl, p) v (ne,p) respectivamente. Supon-
ga que los montos de las reclamaciones de cada uno de estos riesgos
son Y vy Y(?) con idéntica distribucién G(z). Demuestre que el riesgo
S = 51 + .55 también sigue una distribuciéon binomial compuesta con
parametros (nq+mng, p) y la distribucién del monto de las reclamaciones
para S es nuevamente G(x).
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Modelo binomial negativo compuesto

10.

Compruebe las férmulas de la Proposicién 5 de la pagina 13.

Modelo Poisson compuesto

11.

12.

13.

14.

15.

Compruebe las férmulas de la Proposicién 6 de la pagina 13.
Compruebe las férmulas de la Proposicién 7 de la pagina 15.

Sean Fi y F5 dos funciones de distribucion con funciones generadoras
de momentos M7 y M> respectivamente. Demuestre que para cualquier
a € [0,1], la funcién aF; + (1 — a)F, es una funcién de distribucién
cuya funcién generadora de momentos asociada es aM; + (1 — a)Mos.
Este resultado fue utilizado en el analisis de la suma de dos riesgos con
distribucién Poisson compuesta.

Sean S1,...,S, riesgos independientes con distribuciéon Poisson com-
puesta con pardmetros Aq,...,\,, respectivamente. Suponga que los
montos de las reclamaciones de estos riesgos son Y1, ... V(™ con
funcién de distribucién G1(z), ..., Gp(z), respectivamente. Demuestre
que el riesgo S = 51+ - -+ S, también sigue una distribucién Poisson
compuesta con parametro A = A1+ - -+, y la funcién de distribucién
de las reclamaciones de S es

A A
G(w) = S-Gi(2) + - + SGul@).
A A
Sean Xg, X1, Xs,... independientes tales que X; tiene distribucién

Bernoulli(g) para i > 1y Xy = 0. Sea N con distribucién Poisson(\)
independiente de las variables X. Defina

N
X=> X,
1=0

Demuestre que X tiene distribucién Poisson(\g). Esta variable tiene la
siguiente interpretacion: si IV representa el total de siniestros ocurridos
y cada siniestro es reportado con probabilidad ¢, entonces X representa
el total de siniestros ocurridos reportados.
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16. Sea Y una variable aleatoria con funcién de distribucion F' y sean
a < b tales que F(a) < F(b). Demuestre que la funcién de distribucién
condicional de Y dado el evento (X € (a,b]) es

0 six < a,
F(x) — Fl(a .

G(zr) = F((b))—F((a)) sia <z <b,
1 siz >b.

Este resultado fue utilizado en la siguiente afirmacién: si el monto de
una reclamaciéon Y tiene funcién de distribucién F' entonces Y tiene
funcién de distribucién condicional G(z) dado que la reclamacién Y
toma valores en el intervalo (a, b].
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Capitulo 2

Formula de Panjer y algunos
métodos de aproximacion

En este capitulo se presenta la famosa férmula de Panjer. Este resultado
proporciona una expresién exacta, aunque recursiva, de la distribucion de
probabilidad de un riesgo en el modelo colectivo, y es valida cuando la dis-
tribucién del ntimero de reclamaciones y los montos cumplen ciertas con-
diciones. Se presentan ademads algunos métodos de aproximacion generales
para estimar la distribucién de un riesgo.

2.1. Férmula de recursion de Panjer

Primeramente se enuncia la condicién que debe satisfacer el niimero de re-
clamaciones N para obtener la férmula de Panjer.
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Proposicion 11 Sea N wuna wvariable aleatoria discreta con wvalores en
{0,1,...} y sea p, = P(N = k). Entonces la igualdad

pr = (a+ %)pk—l (2.1)

se cumple cuando
a) N es bin(n,p) con a=—p/(1 —p) yb=(n+1)p/(1 - p).
b) N es Poisson()\) cona=0yb=\.

¢) N es bin neg(a,p) cona=1—p yb=(a—1)(1—p).

La demostracién de este resultado es inmediata después de algunos calculos
aritméticos sencillos. Supondremos entonces que el nimero de reclamaciones
N cumple con la condicién (2.1) y la proposicién establece entonces que tal
condicién es valida para las tres distribuciones senaladas.

Asumiremos también que las reclamaciones Y; son tales que P(Y; € N) = 1.
En los cédlculos siguientes usaremos la siguiente notacion:

pe = P(N=k),
fr = P(Y:T)7
gr = P(S:T)7
= P4+ Y =)

En particular
r—1
£ = (F R ) = i e
i=1

Adema3s
go = P(S=0)=P(N =0) = po,

y para r > 1,
g = P(S=r)

- iP(S:MN:k)P(N:k)
k=1
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[e.e]
= > e
k=1

Lema 1 Bajo la notacion e hipdtesis anteriores, se cumplen las siguiente
propiedades:

k
a) E(Y1|ZYZ-:7")2£, para k> 1.
i=1

=1l .
% bl w(k—
b) prfi* = pr- E (a+7)fT£]Z 1)fi, para k> 2.
i=1

Demostracion. Para el primer inciso,

k k k
B(Vi| Y Yimr) = D B(Y | Y Yi=r)
i=1 =1 i=1

1J k k
= EE(ZYHZK:T‘)
j=1 i=1
. T
= 7

Para el segundo inciso desarrollamos el lado derecho,
=, bk - bi

ma @+ DV = e Y (et TP+ Yy == )PV =)
i=1 i=1

r .

Z bi , .
= DPk-1 (a_‘_?)P(Yl:Z?Yé_‘_‘i’Yk:T—Z)

=1

T

k
bi ,
= 1Y (a+ SIP(Yi =1, > vi=r)
i=1

T

=1
= pa) (ot )PMi=i| Y Yj=n)f;
1=1
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= pr-1E(a \ZY' =r)f"

= Dik- 1(a+k

= pfr*

O

Ahora estamos listos para enunciar y demostrar la férmula de Panjer, de-
mostrada en 1981.

Teorema 1 (Férmula de recursiéon de Panjer) Considerando el mode-
lo colectivo de Tiesgo, y bajo las hipdtesis y notacion arriba enunciados, la
probabilidad g. = P(S =r) estd dada por

go = Do,
4 bi
Yy g = z;(a+7)figr—z‘, para T > 1.
1=

Demostracion. Para r > 1,

gr = iP(S:MN:k:)P(N:k:)

= > et
k=1
= pifet+ > pef*
=2

oo r—1

= a+bpofr+ZZa+ kD) g
k=2 1=1

= (a+bpofr+z a+ szpk 1]‘}12 2
i=1
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r—1

= (@bt St Do
T b.
= Z(a—i_?z)fzgr—z

i=1

O

En el caso cuando falla la hipotesis de que el monto de las reclamaciones sean
nimeros enteros positivos, puede usarse la férmula de Panjer para encontrar
cotas para la distribucion del riesgo. Para ello se toma cualquier p > 0 y se
define

-

= inf{n e N:Y; <np},
= sup{n € N:Y; > np},

I<

y

en donde inf() = 0. Por ejemplo, para la situacién que se muestra en la
siguiente figura

se tiene que 7]- =4y Y, = 3. Se definen entonces los riesgos

<.
I
A
<
Q.

M) =
I=

y S =

<.
Il
-

cuyas reclimaciones ahora son enteras. Observe que pS < S < pS. Por lo
tanto P(pS < z) < P(S < x) < P(pS < z), es decir,

P(S<a/p) < P(S <x) < P(S <a/p)

En las siguientes secciones estudiaremos algunas férmulas generales para
aproximar la distribucién de probabilidad de un riesgo en el modelo colectivo.
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2.2. Aproximaciéon normal

Si el nimero de reclamaciones N es grande entonces el teorema del limite
central sugiere aproximar la distribucién del riesgo S mediante la distribucién
normal. Es decir, para = > 0,

S—E(S) _z— E(S)

P(s<z) = P < )
Var(5) Var(.S)

~ @(%E(S)).

ar(5)

Substituyendo las expresiones generales para la esperanza y varianza de S
se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 12 (Aproximacién normal) Para cualquier x > 0,

VVar(N)u2 + E(N) Var(Y) "

PS<z)=®

Se puede particularizar esta aproximacion cuando la distribuciéon de N es
conocida. Cuando el nimero de reclamaciones N sigue una distribucién Pois-
son con parametro A, la aproximacién (2.2) adquiere la expresién simple

T — A\l

P(S @)~ B

).

Cuando N es bin(n,p), (2.2) se escribe

ronpn

P(S <z)=~P( s 75)

En el caso cuando N es bin. neg.(a, p) se tiene que (2.2) es

( Z’—a(l—p),u/p

PS<z)=~® .
(5= V@ =p)ua/p+ (1 - p)u2/p?]
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2.3. Aproximacion gama trasladada

Esta aproximacién consiste en sustituir el riesgo S por la variable aleato-
ria kK + Z, en donde k es una constante y Z es una variable aleatoria con
distribucién gama(y, «). Para ello se deben escoger adecuadamente valores
para los tres pardmetros k,v v « que determinan la distribucién de k 4+ Z.
Supongamos conocidos los siguientes parametros

a) E(S)=m.
b) Var(S) = o2.

o ElS — BS)”
[Var(S)772

= (3.

La correspondiente media, varianza y coeficiente de asimetria de la variable
k+ Z es

a) E(k+2Z)=k+~/a.
b) Var(k + Z) = /o

Elk+Z - Ek+2))?3
[Var(k + Z)]3/2

c) =2//7.

Haciendo coincidir estas tres cantidades para ambas variables aleatorias se
obtiene el sistema de ecuaciones

2
k‘—l—l:m, 1220’2, — =3,
« o Nal
cuya solucion es
20 4 2
k =m-—, Y= VR a =
Qa3 043 oag

De esta forma se tiene la aproximacion siguiente.
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Proposicién 13 (Aproximacién gama trasladada) El riesgo S tiene
distribucion aprorimada

o 2
m — — + gama(—, —).
asg Q3 003

2.4. Aproximacion de Edgeworth

Considere un cierto riesgo S y defina la variable Z = (S — E(S))/+/ Var(S).
Suponga que la funcién generadora de momentos de Z existe y es Mz(r).
La serie de Taylor de In Mz(r) alrededor de cero es

ag as a4
InMz(r) = ap+ arr + 57’2 + 57’3 + Er‘l +--
en donde
dk
ak) = —drk ln MZ(T) - .

En particular

a = 0,

a = E(Z)=0,

ay = Var(Z) =1,

a3 = E[(Z-E(2)),

W o ES-ES)

Var?(9)

La aproximacién de Edgeworth consiste en truncar la serie de Taylor de
In Mz (7). Por ejemplo, la aproximacién hasta la cuarta potencia de r es:
a3 3 a4 4

2
r
In Mz(r) ~ 5 + 3" + T

Entonces

2
T as a4
by g+ )

= 2. exp(%r?’ + g—ir4).

Q

My(r)
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Ahora se usa la serie e¥ = 1+ x + 22/2! + 23/3! + - - - en el segundo factor y
se obtiene

2
M ~ o2 (13 M 936
z(7) e (+67‘ +24r —1—727‘)
3
_ 67’2/2+%T36T2/2_’_;_ZT46T2/2_’_%7,667’2/2'

El siguiente paso es invertir cada término de esta ecuaciéon encontrando la
distribucién correspondiente. Primeramente tenemos que

en donde ¢(z) es la funcién de densidad de la distribucién normal esténdar.
Es decir "/2 es la f.g.m. de la distribucién N(0,1). Multiplicando por r
tenemos que

oo

re” /2 = / re"¢(zr)dr

— 00

- [ Gt

— 00

::_/wwd@m.

—00

Lo anterior dice que re”/2 es la transformada de Laplace de —¢'(z). Me-

diante este procedimiento se puede demostrar que para cualquier nimero
natural n,

Tner2/2 _ (_1)n/ erx¢(x)(n)dx7

—00

indicando nuevamente que r™e"*/2 es la transformada de Laplace de (—1)"¢(z)™).
Por lo tanto

2
f2(2) ~ 6(2) = 260 (2) + 3369 (2) + 22602).

Integrando obtenemos

2
Qa, a a
Pﬂ@mﬂ@—%@%@+ﬁ@%@+%@%%
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en donde derivando directamente se puede demostrar que

2.5.

1 2
3G (2) (22 —1)e /2
V2T ’
1 2
dW(z) = —— (=23 +3z2)e*/?
V2 ’
1 2
) (2) ——(—2° +102° — 152)e™* /2,
V2
Ejercicios

Aproximacion normal

17.

18.

19.

20.

Encuentre nuevamente la aproximacién normal para P(S < x) cuando
N tiene distribucién

a) Poisson(\).

b) bin(n,p).

¢) bin neg(r,p).
Suponga que un cierto riesgo S tiene una distribuciéon Poisson com-
puesta con parametro A = 30 en donde los montos de las reclamaciones
siguen una distribucién uniforme(0,10). Use la aproximacién normal
para encontrar el valor de la prima p tal que

a) P(S>p)<0.05.

b) P(S>p)<0.01.
Suponga que un riesgo S sigue una distribucién Poisson compuesta con
parametro A = 20 y los montos de las reclamaciones tienen distribu-

cién exp(A) con A = 10. Use la aproximacién normal para estimar la
probabilidad P(S > E(S5)).

Suponga que un riesgo S sigue una distribucién Poisson compuesta con
pardmetro A = 20 y los montos de las reclamaciones tienen distribucion
Pareto(4,3). Compruebe que el valor de la prima p que cumple P(S >
p) <0.01 es p =38.0194.
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Aproximacion gama trasladada

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Considerando la notacién e hipdtesis en la aproximacion gama trasla-
dada, demuestre que la media, varianza y coeficiente de asimetria de
k+Z esk+v/a,v/a®y 2/\/7 respectivamente.

Encuentre una expresion para la aproximacién gama trasladada cuando
el riesgo sigue una distribucién Poisson compuesta, binomial compues-
ta y binomial negativa compuesta.

Durante la derivaciéon de la aproximacién gama trasladada se usa el
hecho de que la variable aleatoria k + Z, en donde Z tiene una distri-
bucién gamma(vy, «), tiene media, varianza y coeficiente de asimetria
k+v/a, v/a?y 2/ /7 respectivamente. Demuestre estas férmulas.

Durante la derivacién de la aproximaciéon gama trasladada se llega al
sistema de ecuaciones k+v/a =m, y/a? = 0? y 2/,/7 = a3, en donde
k, v y a son las incégnitas. Demuestre que la solucién a este sistema
esk=m—20/a3, vy =4/} y a=2/cas.

Encuentre la aproximacion gamma trasladada para la distribucion de
S cuando

a) N ~ bin(n,p).

b) N ~ Poisson(\).

¢) N ~ bin neg(a,p).

Suponga que Z tiene una distribucién gama(y, ). Demuestre que si
27 es un numero entero natural entonces 2aZ tiene una distribucién

X (29).

Suponga que el riesgo S tiene una distribuciéon Poisson compuesta con
pardametro A > 0. Demuestre que los parametros para usar la aproxi-
macién gama trasladada son

ko= A —2u3/ps3),
v o= A3/,
a = 2uz/ps.

35



Aproximacion de Edgeworth

28. Suponga que S tiene una distribuciéon Poisson compuesta con pardme-
tro A > 0 y que se desea usar la aproximacién de Edgeworth para S.
Demuestre que

dk
a= S Mz(r)] = Xun(Au2) ™2, parak > 2.
r=0
En consecuencia
- Mtz (Apg) ~3/2 —A
P <a) ~ a(P2M) - p3(Api2) o (L2

o) 6 Moy

Apa(Apg) 2 (" A
24 vV /\,Ug
+)\2M§()\N2)_3 O (L )\M).
72 \/)\/1,2

29. Suponga que S tiene una distribuciéon Poisson compuesta con pardame-
tro A > 0 y que se desea usar la aproximacion de Edgeworth para S.
Suponga adicionalmente que el monto de las reclamaciones siguen una
distribucién Pareto(4,3). Demuestre que py = oo, y por lo tanto la
férmula del ejercicio anterior no puede aplicarse.
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Capitulo 3

Principios para el calculo de
primas

En este capitulo se estudian algunos principios generales para calcular el
valor de la prima que debe cobrarse para cubrir un cierto riesgo de tal forma
que el negocio del seguro funcione.

3.1. Principios generales

Considere un seguro en donde se cobra una misma prima p por cada uno de
los n anos de vigencia. Suponga que S; representa las reclamaciones efectua-
das durante el afio j, las cuales se asumen independientes e idénticamente
distribuidas. Si u es el capital inicial de la aseguradora, entonces el capital
de la misma al final del n-ésimo afio es

n
Xp :u—i-np—ZSj.
j=1
Tomando esperanza de la ecuacién anterior se obtiene
B(X,) = u+nlp— B(S))).
Puede demostrarse que a largo plazo la variable X, tiene el siguiente com-

portamiento:
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a) Sip < E(S) entonces X, <% —oo.

b) Si p = E(S) entonces limsup X,, = —liminf X,, = 0o c.s.

Nn—00 n—0o0

¢) Sip> E(S) entonces X,, =% oo y P(X, > 0 para cada n en N) > 0.

Dado este resultado, es natural entonces suponer p > E(S). Esta condicién
se conoce con el nombre de condicion de ganancia neta' y debe prevalecer en
cualquier método para calcular p. Veamos ahora algunos principios generales.

Principio del valor esperado

Para alguna constante 6 > 0, llamada factor de recargo®, se define

p=(1+0)E(S).

Principio de la varianza

Para alguna constante 8 > 0, se define

p = E(S) 4+ 0Var(S).

Principio de la desviacién estandar

Para alguna constante 8 > 0, se define

p = E(S) + 0/ Var(9).

Principio de utilidad cero

Este principio hace uso de una funcion de utilidad, esto es, una funcién v(z)
que cumpla las siguientes propiedades:

Lnet profit condition.
Zsafety loading.
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a) v(0) = 0.

b) wv(x) es estrictamente creciente.

<

c) v(z) es estrictamente concava.

Funcion céncava.

El principio de utilidad cero establece que la prima es aquel nimero p que
satisface la ecuacion

v(u) = Elv(u+p—9)]. (3.1)

Es decir, la utilidad que representa para la aseguradora el capital inicial u
debe ser idéntica a la utilidad esperada al cubrir el riesgo. Se puede demostrar

que si existe solucién a (3.1), ésta es inica y que si S no es constante, es
decir P(S = E(S5)) < 1, entonces p > E(S).

Principio del valor medio

Este principio hace uso de una funcién de valor, esto es, una funcién v(z)
que cumpla las siguientes propiedades:

v(x)

<

a) v(0) = 0.
b) wv(x) es estrictamente creciente.

c) v(x) es estrictamente convexa.

Funcién convexa.
La prima p se calcula entonces segin la ecuacién
v(p) = Efv(S)]. (32)

Usando la desigualdad de Jensen puede demostrarse que si P(S = E(5)) < 1
entonces p > E(S).

39



Principio exponencial

Este es el principio de utilidad cero aplicado a la funciéon de utilidad parti-
cular u(z) =1—e"* con a > 0. La prima se calcula como aquel valor de p
que es solucién de la ecuacion

1l—e ™ =E[1- e_a(“+p_s)].
De esta igualdad se obtiene facilmente la expresion
1
p=—1InMgs(a). (3.3)
@
Observe que p es independiente del capital inicial u. El principio exponencial

corresponde también al principio del valor medio aplicado a la funcién de
valor particular v(z) = e** — 1 con a > 0. Bajo este principio la igualdad

e —1=F(e™ — 1)

determina la misma solucién (3.3).

Principio del porcentaje

Para alguna € > 0 pequena se define
p=inf{z >0: P(S >z) <e}.

A este principio también se le conoce también como principio de pérdida
maxima.

3.2. Propiedades

En esta seccién se enuncian algunas propiedades generales que son deseables
que posea cualquier método para calcular primas.

Simplicidad. El célculo de la prima debe ser facil de calcular, por ejemplo, los
principios del valor esperado, el de la varianza y el de la desviacién estandar
cumplen esta primera propiedad.
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Consistencia. Si un riesgo se incrementa en una constante entonces la prima
debe reflejar ese cambio incrementdndose en la misma cantidad. Los princi-
pios de varianza, de la desviacién estandar, de utilidad cero y el principio
exponencial cumplen con esta propiedad.

Aditividad. La prima de un portafolio consistente en dos riesgos indepen-
dientes debe ser la suma de las primas individuales. Los principios de valor
esperado, el de la varianza y el principio exponencial cumplen esta propie-
dad.

3.3. Ejercicios

Principios

30. Sean @ > 0 y o > 0 constantes. Demuestre que la funcién v(z) =
a(l — e=**) definida para = > 0, es una funcién de utilidad y que
usada bajo el principio de utilidad cero determina que la prima para
cubrir un riesgo S debe ser

1
p=—InMg(a).
a

Propiedades

31. Demuestre que los siguientes principios cumplen con la propiedad de
consistencia: varianza, desviacion estandar, utilidad cero, exponencial,
porcentaje.

32. Demuestre que los siguientes principios cumplen con la propiedad de
aditividad: esperanza, varianza, exponencial.
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Capitulo 4

Reaseguro

El reaseguro consiste en compartir un riesgo con otras companias asegurado-
ras llamadas reasequradoras. Las razones por las que una aseguradora desee
compartir un riesgo con una reaseguradora son varias. El reaseguro ayuda a
evitar fuertes montos en las reclamaciones pero naturalmente disminuyen el
ingreso por primas.

En este capitulo se estudian algunas ideas simples y generales del reaseguro.
Considere un riesgo S y denote por S’ la parte del riesgo asumido por el
asegurador y sea S la parte asumida por el reasegurador. Las letras I y R
indican los términos Insurer y Reinsurer respectivamente. Claramente debe
cumplirse la igualdad S = S’ + SE. El reaseguro puede tomar por lo menos
dos perspectivas: actuar sobre las reclamaciones individuales o sobre el total
del riesgo.

Reclamaciones
individuales

Reaseguro

Total del
riesgo
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En ambos esquemas el reseguro se aplica mediante una funcién A : [0, 00) —
[0,00) tal que h(0) =0y h(z) < z. Las dos funciones de este tipo que con-
sideraremos son h(z) = ax para o € (0,1) y h(z) = min{x, M} para alguna
constante M > 0. Graficamente estas funciones se muestran a continuacion.

h(z) = ax h(z) = min{z, M }

4.1. Reaseguro aplicado a cada reclamacién

Dado un riesgo S y cierta funcién h se define
N
ST=Y"n(y)).
j=1
Las formas comunes de reaseguro de este tipo son el reaseguro proporcio-
nal y el reaseguro por exceso de pérdida (excess of loss) que se definen a

continuacién.

1. Reaseguro proporcional: Se toma h(z) = ax para alguna constante
a € [0,1] y se define

N
Sl = Z aY;.
j=1

2. Reaseguro por exceso de pérdida (excess of loss): Se toma h(z) =
min{x, M} para alguna constante M > 0 y se define

N
St = Z min{Y;, M }.
j=1
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4.2. Reaseguro aplicado al total del riesgo

Para un riesgo S y cierta funcién h se define
ST = n(S).

Los ejemplos més comunes de este tipo de reaseguro son el reaseguro pro-
porcional y el reaseguro de pérdida méxima (stop loss).

1. Reaseguro proporcional: Se toma h(x) = ax para alguna a € [0, 1]
y se define ST = aS. Este tipo de reaseguro es idéntico al reaseguro
proporcional aplicado a cada reclamacién.

2. Reaseguro de pérdida mdzima (stop loss): Sea h(x) = min{z, M} para
alguna M > 0. Se define ST = min{S, M}.

De esta forma se tiene el siguiente diagrama:

Reclamaciones
individuales
<
Total del
riesgo

Proporcional

Exceso de pérdida
(excess of loss)

Proporcional

Pérdida maxima
(stop loss)

Sobre el reaseguro proporcional

Suponga que una compania aseguradora adquiere un riesgo S durante un
cierto periodo y por el cual cobra una prima p. Suponga un capital inicial
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u. La probabilidad de que la compania aseguradora no pueda solventar el
riesgo es
P(S > p+u).

Ahora suponga que la compania decide reasegurarse mediante el esquema de
reaseguro proporcional. De esta forma el asegurador obtiene ap y el rease-
gurador (1 — a)p. La probabilidad de que la aseguradora no pueda solventar
el riesgo bajo este esquema es

P(aS>ap+u) = P(S>p+u/a)
< P(S>p+u).

De esta forma hemos comprobado que la probabilidad de insolvencia bajo
el esquema de reaseguro proporcional es menor o igual a la probabilidad del
mismo evento cuando no hay reaseguro.

Se enuncian a continuacién algunas caracteristicas numéricas de la variable
ST bajo el esquema de reaseguro proporcional. Existen férmulas andlogas
para SE.

Proposicion 14 Para un reaseguro proporcional se cumplen las siguientes
formulas:

1. E(ST) = aE(S).

2. Var(ST) = a?Var(S).

4 EIS"=E(SD)*] _ E[(S - E(5))]
o [Var(SDPF2 - [Van(S)]P/2

4. Mgr(r) = Mg(ar).

Demostracion. Estas expresiones se siguen directamente de la definicién ST =
asl. O

Numero de reclamaciones en un reaseguro por ex-
ceso de pérdida

Considere un reaseguro por exceso de pérdida (excess of loss) con nivel de re-
tencién M. Sea N el niimero de reclamaciones que un reasegurador afronta,
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es decir,
N

N =31y,
j=1

y defina NI = N — NE. Encontraremos a continuacién la distribucién de
probabilidad tanto de N como de N', cuando la distribucién de N es
conocida para algunos casos particulares.

Proposicién 15 Sea g = P(Y; > M).

1. Si N tiene distribucion bin(n,p) entonces

a) NB ~ bin(n,gp).
b) NI ~ bin(n, (1 — q)p).

2. Si N tiene distribucion Poisson()\) entonces

a) N ~ Poisson(q)).
b) NI ~ Poisson((1 — q)]).

3. Si N tiene distribucion bin neg(a, p) entonces

a) N® ~ bin neg(a,p/(p +q — ap).
b) N' ~ bin neg(a,p/(p + (1 —q) — (1 = q)p))-

Demostracion. Se aplica la férmula Mg(r) = My (In(My (r)) cuando el riesgo
S es la variable N y Y es Ly;>um). Primeramente My (r) = EEY) =
1 — g+ ge". Entonces Myr(r) = My(In(l — g + ge”)). Para el inciso (1),
cuando N tiene distribucién bin(n,p) tenemos que My (r) = (1 — p + pe”)™.
Por lo tanto

Myr(r) = (1 —-p+p(1—q+qe"))" = (1—qp+qpe").

Es decir N tiene distribucién bin(n, ¢p) y analogamente puede verse que
N tiene distribucién bin(n, (1 — ¢)p). De la misma forma se demuestran los
incisos (2) y (3). Recuerde que si N tiene distribucién Poisson(\) entonces
Mp(r) = exp{A(e" — 1)} y cuando N es bin neg(«,p) entonces My (r) =
(p/(1 = (L =p)e))*. O
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4.3. Ejercicios

Reaseguro proporcional

33. Bajo el esquema de reaseguro proporcional de un cierto riesgo S, el
riesgo asumido por el asegurador es S7 = aS y la prima recibida es
ap. Suponga que el capital inicial de la aseguradora para afrontar dicho
riesgo es u. Demuestre que la probabilidad de insolvencia P(aS >
ap + u), es una funcién mondtona creciente de o € (0, 1).

Reaseguro por exceso de pérdida

34. Considere un reaseguro por exceso de pérdida y sean N y N' el niime-
ro de reclamaciones afrontadas por el reasegurador y por el asegurador
respectivamente.

a) ¢{Son Ny N independientes?
b) {Son N y N independientes?
35. Considere un riesgo S con distribucion Poisson compuesta de parame-
tro A > 0. Asuma que cada reclamacién Y tiene distribucién Pareto(«, ().

Se adquiere un reaseguro por exceso de pérdida en donde la reclama-
cién afrontada por la aseguradora es Y/ = min{Y, M }. Demuestre que

g

o) BYY) = [ = () ()
b) B(S) = (1~ ()" ES).

36. Suponga que el monto de una reclamacion Y para un cierto tipo de ries-
go se modela mediante una variable aleatoria con distribucién exp(A).
Asuma que hay un limite maximo de suma asegurada M > 0, de modo
que en caso de que se presenta una reclamacién, el monto a pagar por

la aseguradora es
Yy = min{Y, M}.

Calcule E(Yyr) y Var(Yar). Compruebe que E(Yar) < E(Y) y Var(Yar) <
Var(Y').
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Capitulo 5

Teoria de la credibilidad

La teoria de la credibilidad estudia la forma de calcular primas para cubrir
un riesgo considerando el historial de reclamaciones. En este capitulo se
presenta una introduccion a la credibilidad completa, la credibilidad parcial
y al enfoque Bayesiano.

5.1. Credibilidad completa

Sean 51,59, . ..,Sy, los montos de las reclamaciones anuales registradas de un
cierto riesgo durante m periodos consecutivos. Sea S = (S1+So+---+S,)/m
el promedio de ellas. La intencién es usar S como estimador de E(Sy,11),
siempre y cuando se tenga suficiente informacién para creer en tal estimador.

Definicién 1 Sean k € (0,1) y p € (0,1). Se dice que S tiene credibilidad
completa (k,p) si

P(|S— E(S)| < kE(S) ) > p. (5.1)

Naturalmente se toman valores de k cercanos a cero y valores de p cercanos
a uno. De este modo la condicién anterior establece que el estimador S tiene
credibilidad completa (k,p) si dista relativamente de FE(S) en menos de k
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con probabilidad mayor o igual a p.

Credibilidad completa bajo hipétesis de normalidad

Encontraremos una condicion sobre el niimero de anos de observacién m para
obtener credibilidad completa cuando S tiene aproximadamente distribucién
normal. En tal caso, la parte izquierda de (5.1) es

5 |S — E(S)] kE(S)
P(|S—-E(S kE(S = P
(l )l = (%)) \/Var(S)/m = \/Var(S)/m)
k/mE(S)

@(W) -1

Como esta probabilidad debe ser mayor o igual a p se obtiene la desigualdad

q)(k:\/ﬁE(S) S 1+p
Var(S) "~ — 2

Sea uy €l g-cuantil de la distribucién normal, es decir ®(u,) = ¢. Entonces

kymE(S)

Var(g) s

De donde se obtiene )
_ Uy Var(S)
k2 - E2(S)
Los términos desconocidos E(S) y Var(S) pueden ahora ser estimados, por
ejemplo, mediante la media y varianza muestral.

(5.2)

Ejemplo. Suponga que cada reclamaciéon anual S; tiene distribucién Pois-
son compuesta, es decir,
N
S;=2_Y.
i=1

en donde N tiene distribucién Poisson()). Las variables Y; corresponden a
las reclamaciones individuales y de acuerdo a la notacién previa, su primer
y segundo momento son py y po, entonces
E(S)) = A,
y Var(S;) = Aua.
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Por lo tanto la férmula (5.2) se reduce a

2 .
A > +p)/2 M2
TR
Si adicionalmente se asume que cada reclamacién Y; tiene distribucién exp(«)
con a = 1, entonces p1 = 1y po = 2. Tomando k = 0,05 y p = 0,9, de tablas
de probabilidad normal se obtiene U(14p)/2 = 0,95 =1.6449. Por lo tanto

(1,6449)% - 2

o 2 2165.56.
= 7(0,05)2 - 12

A-m
Es decir, después de 2166 reclamaciones, se obtiene credibilidad completa
con k= 0,05y p=0,9. Estos valores particulares de k y p son usados en la
practica para ciertos tipos de riesgos. o
La credibilidad completa s6lo puede ser usada para riesgos colectivos pues,
en general, se requiere de una gran nimero de reclamaciones para llegar a
ella.

5.2. Credibilidad parcial

En lugar del estimador S para E(S) se propone la combinacién lineal
28 + (1 - 2)E(S),

en donde z € [0, 1] es llamado factor de credibilidad. Nuevamente se pretende
que tal estimador no diste demasiado de E(S). La condicién (5.1) se reduce
a

P([2(S = E(S)| < kE(S) ) = p.

O bien,
P(IS - B(S) < 2E(S) ) 2 .

Esta es la misma condicién para la credibilidad completa solo que en lugar de
k tenemos ahora k/z. Entonces nuevamente bajo la hipé6tesis de normalidad
se tiene la condicién

22 u%l+p)/2 - Var(S)

k2. E2(S)
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De donde se obtiene

k- E(S)Vm

z = .
U(l_;’_p)/z RV Var(S)
Por lo tanto se define
z = min { k- E(S)vim 1} (5.3)

U(1+p)/2 Var(S)’

5.3. Credibilidad Bayesiana

Sean S1,...,S),, variables aleatorias que representan las reclamaciones anua-
les de un cierto riesgo durante m afios consecutivos. En esta seccién se
presenta el enfoque Bayesiano para determinar la prima p para cubrir las
reclamaciones del siguiente ano Sy,41.

Suponga que la distribucién de la reclamacién anual S; depende de un
parametro desconocido ©. Bajo el enfoque Bayesiano se considera que tal
parametro es una variable aleatoria para la cual se asume una distribucién
de probabilidad a priori, tal distribucién deber ser tal que su media es O,
es decir, E(S;) = ©. Los dos casos que consideraremos son: la distribucién
Poisson con parametro A, y la distribuciéon normal considerando a su media
como O.

El objetivo es entonces estimar el valor de © con base en el historial de
reclamaciones Si,...,.5,. Tal estimacién serd la prima p para cubrir las
reclamaciones del siguiente ano. El mejor estimador para esta prima es la
media de la distribucién a posteriori, es decir, p = E(©|S1,...,S,), a la
cual llamaremos prima por credibilidad. A continuacién se detallan los dos
modelos mencionados antes y que son de uso comun en la préctica.

Modelo Poisson-gama

Este modelo adquiere su nombre a partir de las siguientes hipétesis: El to-
tal de reclamaciénes S; tiene distribucién Poisson con pardmetro A, el cual
se considera aleatorio con distribucién a priori gama(~y, ). Observe que he-
mos supuesto que las reclamaciones anuales .S; toman valores enteros. Para
enfatizar tal supuesto estas reclamaciones se escriben simplemente como V;.
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La funcién de densidad a posteriori de A es, para x > 0,
f(N1, - N | A = 2) f(2)
/ f(Ni,...,Np | A=2)f(x)dzx
0
N o
( e—x) X $7_16_am
-1;[1 Nj! I'(7)

J
co m N, ¥
R o y—1_—ax
/ GG gy e

me-{—'y— Lo~ (m+a)x

oo _
me—l—'y—le—(m—i-a)x d

f(x\Nl,...,Nm)

X

S—

(m—i—a)mN—M
= —_— - I

- m]\_f—i-’y—le—(m-l—a):c'
I'(mN + )

Es decir, la densidad a posteriori es gama(mN + v, m + «). Por lo tanto la
prima por credibilidad p, media de tal densidad, es

mN—|—7
b= m—+«
_ m N a v
m + « m+ oo
= z]\_f—i-(l—z)l,
o

en donde z = m/(m+ «) es llamado factor de credibilidad. Observe que esta
cantidad crece mondtonamente a uno cuando m crece. Los pardametros v y
« puede ser estimados mediante algin método estadistico.

Modelo normal-normal

En este modelo se postula que las reclamaciones S; tienen distribucién
N(©,0?) en donde la media © es aleatoria con distribucién N(u,n?). La
primera hipétesis puede ser justificada en el caso cuando S; se compone
de un gran numero de reclamaciones individuales, para ello no es necesa-
rio suponer que las reclamaciones individuales tienen la misma distribucién.
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Para la segunda hipétesis se buscan pardmetros p y n? de tal forma que la
probabilidad asignada a la parte negativa del eje sea minima.

La funcién de densidad a posteriori de O es

fOS1,...,8) =
/ fsl,...,smr@z(a)f(e)de
H ~(y=07/20% L —~0-p2/2n?
e V21?2

o~ Wi=0)?/20°

/Hm N

en donde el exponente, omitiendo el signo negativo, es

(0 —p)? | < (yi—0)° o0 L m g, my
Y_ur Wim 97 g My o Y
2n? +Z 202 (2n2+202) (2n2+2a2)
2 m 2
- i
+2772+,§::1202
poomy 1 omo g,
B [9_(P ?)(WJF;) ]+
a 1 m ©
2(; -2)

Observe que el sumando ¢ no depende de 6. De esta forma y después de hacer
los célculos complementarios puede comprobarse que la funciéon de densidad
a posteriori de © es nuevamente normal. La media de esta distribucién es
entonces la prima por credibilidad, es decir,

(2t D)+ oy

p= et
_ ,u02+m7725
ST
_ L”zgq_(l_ﬂ)
o2+ mn? o2 + mn? a
= 25+ (1-2)u,

en donde z = mn?/(c? + mn?) es el factor de credibilidad, el cual tiene
comportamiento mondéto creciente respecto a m. El pardmetro u se estima
usando alguna técnica estadistica.
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Capitulo 6

Procesos estocasticos

En este capitulo se presenta una introduccién al tema de los procesos es-
tocasticos. Se explican algunos conceptos y propiedades generales, y se dan
algunos ejemplos de procesos estocasticos particulares. Este material serd usa-
do en la ultima parte del curso. Supondremos como elemento base un espacio
de probabilidad (2, F, P).

Definicién 2 (Proceso estocastico) Un proceso estocdstico es una colec-
cion de variables aleatorias {X; : t € T}, parametrizada por un conjunto T,
llamado espacio parametral.

El conjunto T usualmente se interpreta como un conjunto de tiempos. Se dice
que el proceso es a tiempo discreto en caso de que el conjunto de pardme-
tros sea un conjunto discreto, por ejemplo 7' = {0,1,2,...}. En este caso el
proceso consiste de una sucesién infinita de variables aleatorias. Se dice en
cambio que el proceso es a tiempo continuo cuando el conjunto de pardametros
consiste de un subintervalo de R, por ejemplo T' = [0,00). En general con-
sideraremos procesos estocasticos con este espacio parametral. Un proceso
estocastico es entonces una funcién de dos variables

X:TxQ—R,

tal que para cada t € T, la funciéon w +— X;(w) es una variable aleatoria,
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mientras que para cada w en €, la funcién ¢ — X;(w) es una trayectoria del
proceso. Con este modelo se pretende representar la evolucion aleatoria de
un sistema a lo largo del tiempo.

6.1. Filtraciones y tiempos de paro

Definicién 3 (Filtracién) Una familia de o-dlgebras (Fi)i>0 es una filtra-
cion si para 0 < s < t, se cumple Fs C Fy C F. Al espacio (2, F, P, (Ft)e>0)
se le llama espacio de probabilidad filtrado.

Cuando X; es Fi-medible para cada t > 0 entonces se dice que el proceso es
adaptado a la filtracién. Todo proceso estocastico X; determina una filtracion
natural dada por Fy = 0{ X, : 0 < s < t}. Claramente todo proceso es adap-
tado a su filtracién natural. En este caso a la o-algebra F; se le interpreta
como la “historia” del proceso al tiempo ¢, pues en ella se encuentran todos
los posibles eventos o sucesos que el proceso haya tenido hasta ese momento.
Adicionalmente se dice que una filtracion es continua por la derecha cuando
Fit = [Ngo¢ Fs coincide con F;.

Un tiempo de paro es una funcién 7 : Q — [0, 00] tal que (7 < t) € F; para
cada t > 0.

Es de utilidad también conocer alguna nocién de igualdad entre procesos
estocasticos. Se dice que dos procesos X; y Y; son equivalentes, o también
que uno es una version (o modificacion) del otro, si para cada ¢t > 0 se cumple
P(X; =Y;) = 1. Un tipo de igualdad mas fuerte establece que los procesos
son indistinguibles si

P(X; =Y, para cada t > 0) = 1.

Esto significa que con probabilidad uno las trayectorias de los dos procesos
son idénticas. Claramente la indistinguibilidad es mas fuerte que la equi-
valencia. Sin embargo, cuando los procesos son continuos, es decir, cuando
sus trayectorias son funciones continuas del parametro, ambas nociones de
igualdad coinciden.
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6.2. Proceso de Poisson

En esta seccién se estudian algunos aspectos elementales de uno de los pro-
cesos estocasticos de mayor importancia: el proceso de Poisson.

Definicién 4 Un proceso estocdstico de tiempo continuo {N(t) : t > 0}, y
con espacio de estados el conjunto discreto {0,1,...}, es un proceso de Pois-
son de pardametro o intensidad X\ > 0, si cumple las siguientes propiedades:

a) N(0) =0.

b) Tiene incrementos independientes y estacionarios.
¢) P(N(h)=0)=1—Ah+o(h), cuando h — 0.

d) P(N(h) =1) = Ah+o(h), cuando h — 0.

Existen varias definiciones equivalentes de este proceso, la ventaja de esta
definicién es que las dos 1ltimas propiedades pueden interpretarse intuitiva-
mente del siguiente modo. El proceso empieza en el estado 0 y en el siguiente
periodo infinitesimal de tiempo de longitud h, el proceso salta al siguiente
estado 1 con probabilidad Ah, o permanece en el estado actual 0 con pro-
babilidad complementaria 1 — Ah. Debido a la hipétesis de estacionariedad,
este tipo de comportamiento se presenta en cualquier momento. Una posible
trayectoria de un proceso de Poisson se muestra en la siguiente figura.

Ny(w)
3T —
2+ -—o
1+ 0—0
f f t

Una trayectoria del proceso de Poisson.
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El proceso de Poisson se utiliza para modelar situaciones de conteo de ocu-
rrencias de un evento particular en un intervalo de tiempo dado. Por ejem-
plo, N(t) puede representar el nimero de llamadas telefénicas recibidas en
un conmutador, el nimero de accidentes ocurridos en un cierto lugar, o el
numero de clientes que buscan un servicio durante el intervalo de tiempo
[0,%]. En nuestro caso, usaremos este proceso para modelar el nimero de re-
clamaciones que llegan a una compania aseguradora. Este proceso adquiere
su nombre a partir del siguiente resultado que puede ser demostrado a partir
de los postulados enunciados.

Proposicién 16 La variable N (t) tiene distribucion Poisson(At), es decir,
para cualquiert >0 yn=0,1,...

P(N(t) =n)=e ™ (A?#

En particular E(N(t)) = Aty Var(N(t)) = At. Uno de los objetos de estudio
acerca de este proceso es la variable T} definida como el tiempo que trans-
curre entre el evento kK — 1 y el evento k. Sobre este conjunto de variables
aleatorias se conoce el siguiente resultado interesante:

Proposicion 17 Los tiempos 11,15, ... son variables aleatorias indepen-
dientes, y cada una de ellas tiene distribucion exp(\).

Otras propiedades de este proceso pueden ser encontradas en la seccion de
ejercicios.

6.3. Martingalas

Las martingalas son tipos de procesos estocdsticos que aparecen con frecuen-
cia tanto en la teoria general de procesos como en las aplicaciones. Existe
una extensa teoria matematica desarrollada de estos procesos.
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Definicién 5 Un proceso {M; : t > 0} que es adaptado e integrable es una
martingala si para 0 < s <t se cumple

E(M|Fs) = Ms c.s. (6.1)

Las martingalas son procesos que estan relacionados con los juegos justos.
Si M; representa la fortuna de un jugador que apuesta continuamente en-
tonces la igualdad anterior se interpreta del siguiente modo. En promedio
la fortuna del jugador al tiempo t dada toda la historia del juego hasta el
tiempo s < t es la fortuna del jugador al tiempo s, es decir, el juego es justo
pues el jugador en promedio no pierde ni gana. Cuando en lugar de (6.1)
se cumple E(M|Fs) < M, se dice que el proceso es una supermartingala,
se trata entonces de un juego desfavorable al jugador pues en promedio su
fortuna disminuye. En caso de la desigualdad contraria el proceso es una
submartingala, juego favorable al jugador.

Cuando se toma esperanza en la ecuacién (6.1) se obtiene E(M,;) = E(Mj).
Esto quiere decir que todas las variables aleatorias que conforman una mar-
tingala tienen la misma esperanza. En particular, si la variable inicial My es
cero o su esperanza es cero, entonces E(M;) = 0 para cualquier ¢ > 0. Algu-
nos ejemplos sencillos de martingalas aparecen en la seccion de ejercicios.

Finalmente se enuncia un resultado de la teoria general de martingalas que
serd usado en la ultima parte del curso.

Proposicién 18 (Teorema de paro de martingalas) Sea {M; : t > 0}
una martingala y sea T un tiempo de paro. Entonces {Min; : t > 0} es
también una martingala, es decir, para 0 < s <,

E(Min: | Fs) = Mspr c.s.
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6.4.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

Ejercicios
Proceso de Poisson

Sea {N; : t > 0} un proceso de Poisson con pardmetro A\. Demuestre
que para 0 < s < ¢,

Ny — Ny ~ Poisson(A(t — s)).
Demuestre que la suma de dos procesos de Poisson independientes

es nuevamente un proceso de Poisson con pardmetro la suma de los
parametros.

Sea {N; : t > 0} un proceso de Poisson con pardmetro A > 0y {X,, :
n € N} una sucesién de v.a.i.i.d. tal que X, ~ Ber(p). Demuestre que

Ny
{D> Xp:t>0}
k=1
es un proceso de Poisson con parametro Ap.

Sea {N; : t > 0} un proceso de Poisson con pardmetro \ y sea a > 0
una constante. Demuestre que { Ny : t > 0} es un proceso de Poisson
con parametro Aa.

Martingalas

Demuestre que {M; : t > 0} es una submartingala si y sélo si {—M; :
t > 0} es una supermartingala.

Demuestre que un proceso es una martingala si y sélo si es al mismo
tiempo una submartingala y una supermartingala.
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Capitulo 7

Teoria de la ruina

Este capitulo contiene una introduccién breve al modelo clasico de Cramér-
Lundberg, y a algunos conceptos elementales sobre la probabilidad de ruina
en tal modelo. Se estudia tnicamente el caso sencillo cuando la cola de la
distribucién de las reclamaciones es exponencial.

7.1. Modelo clasico de Cramér-Lundberg

El modelo de Cramér-Lundberg tiene sus origenes en la tesis doctoral de
Filip Lundberg terminada en el ano de 1903. En este trabajo Lundberg
estudia el reaseguro de riesgos colectivos y presenta el proceso de Poisson
compuesto. Este trabajo utiliza términos un tanto distintos a los actuales
pues en aquellos afios atin no se habia desarrollado la teoria de los procesos
estocasticos, y parece ser que era dificil entenderlos. En 1930 Harald Cramér
retoma y desarrolla las ideas originales de Lundberg, y las pone en el contexto
de los procesos estocasticos de reciente creacién. El modelo ha sido estudiado
en extenso y varias formas de generalizarlo se han propuesto y estudiado.
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Ernest Filip Oskar Lundberg Carl Harald Cramér
(Suecia, 1876-1965) (Suecia, 1893-1985)

El modelo clésico de Cramér-Lundberg es el proceso a tiempo continuo {C :
t > 0} dado por la siguiente expresion:

Ny
Ctzu—i-ct—ZYj, (7.1)

Jj=1

en donde u es el capital inicial de la compafifa aseguradora, ct es la entrada
por primas hasta el tiempo ¢ con ¢ una constante positiva, Y; es el monto
de la j-ésima reclamacion y Ny es un proceso de Poisson de tasa A. La
variable Cy representa el balance mas sencillo de ingresos menos egresos de
la compaiifa aseguradora. Al proceso C; se le llama proceso de riesgo', o
proceso de superdvit®, y tiene trayectorias como se muestra en la siguiente
figura:

Ct ((.U)

— t t t 4

Una trayectoria del proceso de riesgo.

'Risk process.
2Surplus process.
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Estas trayectorias comienzan siempre en u, que es el capital inicial. Los in-
tervalos en donde ellas son continuas y crecientes corresponden a periodos
en donde no hay reclamaciones. El crecimiento es de la forma ct. Las dis-
continuidades son siempre saltos hacia abajo, y aparecen en el momento en
que se efectiia una reclamacién, la cual se supone que se paga de manera
inmediata. Esto estd determinado por el proceso Poisson. El tamafio de un
salto es el tamano de la reclamacion dada por la variable Y.

Nuevamente supondremos que los montos Y7,Y5, ... son variables aleatorias
independientes no negativas e idénticamente distribuidas con funcién de dis-
tribucién G, y funcién generadora de momentos My (r). Los momentos son
tn, = E(Y™) y en particular p denota el primer momento pup. No es dificil
comprobar que

E(Cy) = u+(c—Apt,
y Var(Cy) = Aust.

De modo que la trayectoria promedio de C; es la linea recta que inicia en
u > 0 y tiene pendiente positiva ¢ — Au. La variable aleatoria C; se pue-
de interpretar como el capital de la compania aseguradora al tiempo t y
por razones naturales y legales es importante que C; permanezca por arriba
de cierto nivel minimo. Ajustando el capital inicial u se puede suponer, sin
pérdida de generalidad, que este nivel minimo es cero. Cuando C; < 0 se
dice que hay ruina. La ruina casi nunca sucede en la practica, es solamen-
te un término técnico que produce alguna toma de decisiéon. Por ejemplo
si el capital de una compania aseguradora asignado a una cartera decrece
en forma significativa automaticamente la aseguradora puede tomar ciertas
medidas para subsanar esta situacién y no se trata de un evento insalvable.
Por otro lado es natural suponer que la compania aseguradora posee varios
portafolios de modo que ruina en uno de ellos no significa necesariamente
bancarrota.

7.2. Probabilidad de ruina

Nuestros objetos de interés son:

a) El tiempo de ruina dado por:

7 =1inf{t >0:C; <0}, (7.2)
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en donde se define inf ) = .

b) La probabilidad de ruina en el intervalo [0, ] o también llamada proba-
bilidad de ruina con horizonte finito, definida como sigue:

Y(u,t) = Pt <t|Cyh=u)
= P( inf C; < 0)
0<s<t

c¢) La probabilidad de ruina o probabilidad de ruina con horizonte infinito
dada por:

blw) = lim ()
= P(inf C, <0).

Proposiciéon 19 Sea Q(u) =1 — ¢ (u). Entonces

L QW =2 1Qw - [ Qu-y)dFy)

2. $(0) = A—c"
3. P(u) :%[/Oo(l—F(:v))d:E—i—/ouzb(u—x)(l—F(:v))d:v].

Demostracion. Usaremos andlisis del primer paso condicionando sobre el
momento y monto de la primera reclamacién.

Q(u) = P(“No ruina en [0,00)” |Cy = u)

= / / P(“No ruina en [0,00)” |11 =t,Y1 = y)dFy (y) fr, (t)dt
o Jo
0o u+-ct
= / / P(“No ruina en [0,00)” |T1 = t,Y1 = y)dFy (y) fr, (t)dt
o Jo
0o u+-ct
= / /\e_’\t/ P( “No ruina en (t,00)” |11 =t,Y7 = y)dFy (y)dt
0 0

0o u+-ct
= / e M / Q(u+ ct — y)dFy (y)dt.
0 0
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Sea s(t) = u + ct. Entonces

Quy =1 / T e/ /0 " Qs — y)dFy (y)ds.

c

Derivando esta expresién se encuentra el resultado del primer inciso. Inte-

grando esta ecuacion diferencial entre 0 y w se obtiene
Qw-Q0) = 31 e [ [ Q- n ) d
)\ u u u
= 21 e@ar— [ [ e v dwaryw)
A u U pU—Y
= 21 Quiz— [ [ Qwydeary )

= 2 ewie- [ [ e ar )
_ %/OUQ(x)(l—F(u—x))da:

_ %/OOOQ(U_:U)Q—F(Q:))CJ:E

_ %/0 Qu— )(1 - F(2)) - 1.y () da.

(7.3)

El siguiente paso es hacer u tender a infinito. En tal caso, Q(u) tiende a
uno. Ademas el integrando que aparece en el lado derecho es una funcién
mondtona creciente en u, y cuyo limite es la funcién integrable (1 — F(x)).

Entonces por el teorema de convergencia mondtona se obtiene

Qo) = 2 /0 T Fa))d
_ M
Entonces )
$(0) =1-Q(0) = =£.

De esta forma se obtiene el segundo resultado. Finalmente de (7.3) y

se sigue que

bu) = - /Ouu — Y(u— 2))(1 - F()) da]

c

= —[/u (1—F(a;))dx+/0 Y(u—2z)(1 — F(z))dz].

c
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La condicién de ganancia neta

Sean Ty, 11,15, ... los tiempos de paro en donde se efectiian los siniestros.
Supondremos Ty = 0. Para cada entero k > 1 defina la variable aleatoria

Xy = c(Ty — Ty—1) — Yr,

que pueden ser interpretadas como el balance de la compania aseguradora
entre dos siniestros sucesivos. La esperanza de esta variable es

E(Xy) = cE(Ty — T—1) — E(Yy) = c(1/A) — p.

Se puede demostrar que la ruina ocurre casi seguramente siy sélo si E(Xy) <
0. Como deseamos que esta situacién no ocurra supondremos que E(Xy) > 0,
es decir,

c> A (7.5)

Esta es la condicion de ganancia neta® que ya habiamos mencionado antes y
se interpreta de la siguiente forma: en promedio, la entrada por primas por
unidad de tiempo, ¢, es mayor que el total de reclamaciones por unidad de
tiempo, Apu.

7.3. El coeficiente de ajuste

El coeficiente de ajuste es un nimero real que aparece en el problema de
calcular o estimar probabilidades de ruina. Una manera de definirlo es la
siguiente:

Defina la funcién 6(r) = A(My (r) — 1) — cr, en donde My (r) es la funcién
generadora de Y. Naturalmente esta funcién esta bien definida para valores

3net profit condition.
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de r tales que My (r) < co. Entonces, suponiendo diferenciabilidad, se tiene
que
0'(r) = AMy(r)—c
y 0"(r) = AM{(r) =AE(Y?%™Y) > 0.

Por lo anterior, () es una funcién estrictamente convexa. Ademés 6(0) = 0,
y 0/(0) = Au — ¢ < 0 por la condicién de ganancia neta (7.5). Entonces es
posible que exista un valor R > 0 tal que §(R) = 0. Una gréfica aproximada
de 6(r), presentando esta situacién, se muestra a continuacion.

0(r)

r

R

Posible comportamiento de la funcién 6(r).

Mis adelante veremos algunas consecuencias de la posible existencia de tal
valor R, mientras tanto tenemos la siguiente definicién.

Definicién 6 (Coeficiente de ajuste) Al posible valor R tal que
A(My (R) — 1) = cR,

se le llama coeficiente de ajuste, o exponente de Lundberg.

Ejemplo. Suponga que las reclamaciones siguen una distribucién exp(a).
Demostraremos que el coeficiente de ajuste es R = o — A/c. Tenemos que

0(r) = AXMy(r)—1)—cr
= X a —1)—cr

a—T
r

= X ) —cr

a—rT
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A

o —T

(

—o)r.

De modo que 6(r) = 0 cuando r = 0 6 A\/(aw —r) — ¢ = 0. Despejando r de
la segunda condicién y escribiendo ahora R se obtiene R = a — \/c. o

Para el caso de reclamaciones exponenciales, sin embargo, el cédlculo es sen-

cillo.

Ejemplo. Suponga que las reclamaciones siguen una distribucién exp(a).
Demostraremos que el coeficiente de ajuste es R = o — A/¢, y por lo tanto

Tenemos que

A My (r)—1) —cr

a

A -1) -
(a—r J—er
r

A _
(a—r) “
A

(a_r—c)r.

De modo que 6(r) = 0 cuando r = 0 6 A\/(a — 1) — ¢ = 0. Despejando r de la
segunda condicién y escribiendo ahora R se obtiene R = a — A/c. Ademés

por lo demostrado antes

P(u)

Tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 20 FEl proceso {e

—rCy—0(r)

A —(a=MA/c)u

= —¢

acC
A —Ru

= —¢

ac

bt > 0} es una martingala.

Demostracion. La adaptabilidad del proceso es evidente pues implicitamente
estamos usando la filtracién natural. Acerca de la integrabilidad tenemos los
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siguientes calculos

E(e—rCt—G(r)t) — tE(e—r(u—l—ct ZZ 1 ))
— e O(r)t—r(u+tct) (rzi:tlYi)
— e O(r)t—r(u+tct) MSt( )

— e O(r)t—r(u+t-ct) )\t(My() 1)

< Q.

Finalmente tenemos la propiedad de martingala. Para 0 < s < ¢,

E(e—rC’t—Q(r)t‘fs) _ e—ﬁ(r)tE(e—rCt ’fs)
e—@(T’)tE(e—T(Ct—Cs)—T’Cs | Fs)
e—e(T’)t—TCS E(e—T(Ct_Cs))

e—e(r)t—rcsE(e—r(c(t—s)—zjv;]vﬁl Yy

e—@(r)t—rCS—rc(t—s)E(er Ziv:t;s Yz)
e—@(r)t—rCS —rc(t—s) e)\(t—s)(My (r)-1)
e—rCS—G(r)s.

Teorema 2 (Desigualdad de Lundberg) Si el coeficiente de ajuste R
existe, entonces
P(u) < e,

Demostracion. Sea 7 el tiempo de paro correspondiente al primer tiempo de
ruina. Entonces el proceso {Ciar : t > 0} es también una martingala y por
lo tanto

—Ru —RCo

o
ol
gy ©

e—RCtm—)

I
&

e_RCMT‘T > t) + E(G_RCMT’T < t)
e RO |1 < t)
e RO | < t).

v
=

(
(
(
(

I
&
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Haciendo ¢ — oo, por el teorema de convergencia mondtona se obtiene

e—Ru

v
&

(e |1 < 0)
E(1]r <o)
P(r < o0)

(w).

Vv

<

Proposicién 21 (Cotas para el coeficiente de ajuste) Si el coeficien-
te de ajuste R existe, entonces cumple las siguientes desigualdades:

1 c 2(c — M)
Mln()\u) <R< Ve

)

en donde la primera desigualdad es vdlida bajo la hipotesis adicional de que
Y < M c.s., para alguna constante M > 0.

Demostracion.

1. Considere nuevamente la funcién 6(r) = \(My (r) — 1) — cr para r > 0.
Entonces

0"(r) = ME(YZeY)
> AE(Y?)
= Ape.

Entonces
'(r) = 6(0) +/ 0" (s)ds
0
> (Ap—c) + Aper.

Por lo tanto



Evaluando la dltima desigualdad en R se obtiene
1 1
0> (A\u—c)R+ Au2§R2 = [\ = ©) + Apag RR.

Como R > 0 entonces (Apu — ¢) + A,LLQ%R < 0. Despejando R se obtiene la
cota inferior anunciada.

2. Suponga ahora que Y; < M c.s. y sea h(z) = & (ef™ — 1) — (efi* —1).
Entonces h”(z) = —R?ef*™ < 0. Por lo tanto h es céncava con h(0) = h(M) =
0. Esto quiere decir que h(z) > 0 para 0 < z < M, es decir,

x

M(eRM —1) = (™ —1) >0,

o bien .
(ef* —1) < M(eRM —1). (7.6)

Sea g(x) = xze® — e” + 1. Entonces ¢'(x) = xze® > 0. Por lo tanto g(z)
es creciente para x > 0, es decir, g(z) > ¢(0) = 0 para z > 0. Es decir,
zet —e® 41 > 0 para x > 0. En particular, evaluando en x = RM se obtiene
RMefM — oBM 11 > (. Por lo tanto

RM
1
C T L eRM, (7.7)

RM €
Por otro lado, usando (7.6),
M
My(R)—1 = / (e — 1)dG(x)
0

M
T (eBM _ .
< [ 4= nac)

M
= %(eRM - 1)/0 zdG(z)
- %(eRM —1). (7.8)

Por lo tanto usando (7.8) y luego (7.7),

0 = AMMy(R)—1)—cR
< /\MM(eRM —1)—cR
< ApRef™ —¢R

(Auef™ — )R,
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por lo tanto (Ape®™ — ¢) > 0. Despejando R se obtiene la desigualdad
buscada.

O

7.4. Ejercicios

Modelo de Cramér-Lundberg

43. Considere el proceso de Cramér-Lundberg con la notacién e hipdtesis
usuales. Demuestre que
a) E(Cy) =u—+ (c— Ap)t.
b) Var(Cy) = Auat.
¢) Mc,(r) =—.

Probabilidades de ruina

44. Solucion explicita al problema de encontrar la probabilidad de ruina
cuando las reclamaciones son exponenciales. Considere el modelo de
Cramér-Lundberg en donde las reclamaciones Y tienen distribucién

exp(a).

a) Demuestre que
Q= 21Qw — e [ Qe ay)

b) Derive la expresién anterior para demostrar que

Q') = (2~ ) Q')

¢) Compruebe que Q(u) = a+be~ @M% g5 solucién de la ecuacion

diferencial anterior, en donde a y b son constantes.

d) Use las condiciones ¥(0) = A\u/c y ¥(oco) = 0 para encontrar los
valor de las constantes a y b, y concluir que

A —(a— Cc)u
\I/(u):&e (a=A/e)
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e) Suponga o = 1, A = 1/2 y ¢ = 2. Observe que ¢ > Au. {Cuél
debe ser el capital inicial u para que la probabilidad de ruina sea
menor o igual a 0.017
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Apéndice A

Distribuciones de
probabilidad

En este apéndice se presentan en orden alfabético algunas distribuciones de
probabilidad utilizadas en el texto. La funcién generadora de probabilidad
se denota por G(t), y la funcién generadora de la momentos por M (t).

Distribucion Bernoulli

X ~ Ber(p) con p € (0,1).

f(z) =p*(1 —p)=® paraxz=0,1.
E(X) =p.

Var(X) = p(1 —p).

G(t) =1—p+ pt.

M(t) = (1 —p)+ pet.

Distribucion beta

X ~ beta(a,b) cona>0,b>0.
f(x) =211 — 2)*"'/B(a,b) para z € (0,1).
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E(X)=a/(a+Db).
Var(X) = ab/[(a + b+ 1)(a + b)?].

Distribucion binomial

X ~ bin(n,p) conn € {1,2,...} ype€ (0,1).
flz) = ( Z >px(1—p)"_x paraz =0,1,...,n.

E(X) = np.

Var(X) = np(1 — p).
G(t) = (1 —p+pt)"
M(t) = [(1 = p) + pe']™.

Distribucién binomial negativa

X ~ bin neg(a,p) conpe (0,1) y a € {1,2,...}.

f(x) = a—l—j_l p*(1 —p)* paraxz=0,1,...
E(X) = a(l —p)/p.

Var(X) = a(1 —p)/p*.

G(t) = [p/(1 —t(1 —p))]*.

M(t) = [p/(1 — ge")]*.

Distribucién Cauchy

X ~ Cauchy(a,b) cona>0yb>0.

x) = .
J(@) bre[l + ((z — a)/b)?]
La esperanza y varianza no existen.
Cuando a = 0 y b = 1 se obtiene la distribucién Cauchy estandar. En este

caso,
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1
flx) = 0t a2
F(z) =1/2 4+ (arctanx) /7.

Distribucién exponencial

X ~exp(A) con A > 0.

f(z) = Ae™** para z > 0.
F(z) =1— e para z > 0.
E(X)=1/\

Var(X) = 1/\%.

M(t) =N/ (A—1t) parat <A

Distribuciéon gama

X ~ gama(n,\) conn >0y A>0.
A n—1

)= ;”()n)

Flz)=1—e? Z;L:_&()\l')j/j! para > 0 y n entero.

E(X)=n/A\.

Var(X) = n/\2,

M(t) = [A/(A—t)]" parat <A\

Ae™™ para z > 0.

Distribucién ji-cuadrada

X ~x2%(n) conn>0.
1 1 n/2
flx) = T(n/2) <§> 2?12 para x> 0.
E(X)=n.
Var(X) = 2n.
M(t) = (1 —2t)"™/2 parat < 1/2.
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Distribucién log normal

X ~ log normal(u,0?) con u € Ry o2 > 0.

flx) = :n\/217r7 exp[—(Inz — p)?/20?% para z > 0.
E(X) = exp(u + 0%/2).

E(X™) = exp(nu + n?0?%/2).

Var(X) = exp(2u + 202) — exp(2u + 02).

Distribucion normal

X ~N(p,0?) con p € Ry o?>0.

1 2 2
= —(z—p)?/20
x) = e .
H@) = 7=
E(X) = pu.
Var(X) = o2

M(t) = exp (ut + 0*t*/2).
o(t) = exp (iut — o%t?/2).
Cuando p = 0 y 0% = 1 se obtiene la distribucién normal estandar.

Distribucion Pareto

X ~ Pareto(a,b) con a,b > 0.
ab®

f(z) = ot 2)orT

F(z)=1—[b/(b+ z)]* para z > 0.

E(X)=0b/(a—1) paraa> 1.

Var(X) = ab?/[(a — 1)*(a — 2)] para a > 2.

para x > 0.
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Distribucion Poisson

X ~ Poisson(A) con A > 0.

flx) = e_)‘)\—' parax =0,1,...
x!

EX)=\

Var(X) = \.

G(t) = e A7),
M(t) = exp[\(e! — 1)].

Distribucion t

X ~t(n) conn > 0. ,
2) = I'(n+1/2) L7\ —n—1/2
E(X)=0.

Var(X) =n/(n—2) paran > 2.
M (t) no existe para t # 0.
(t) = exp([t]).

Distribucion uniforme continua

X ~ unif(a,b) con a < b.
f(x)=1/(b—a) parax € (a,b).

F(z) =(x —a)/(b—a) paraz € (a,b).
E(X)=(a+b)/2.

Var(X) = (b —a)?/12.

M(t) = (e’ — )/ (bt — at).
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Distribucion uniforme discreta

X ~unif{zq,...,z,} conneN.

f(z)=1/n parazxz=2x1,...,2,.
E(X)=+>0 x;.
Var(X) = 137 (a; — )

M) =12 > i etit,

Distribucion Weibull

X ~ Weibull(r, A) con r, A > 0.

f(z) =e A2 p X1 para z > 0.
F(z)=1—e )" paraz > 0.
EX)=T1+1/r)/A.

Var(X) = [[(1+2/r) — T2(1 + 1/7)] /2.

78



Apéndice B

El alfabeto griego

Ao
B s

A b
Eee
Z ¢
Hn
© 60,9

alpha
beta
gamma
delta
epsilon
zeta
eta
theta

1.
K &
A

Nv

—_

—

Oo
II

iota
kappa
lambda
mu

nu

xi
omikron
pi

Ppo
¥ o,¢
TT

UON
X x
U
Qw

rho
sigma
tau
upsilon
phi

chi

psi
omega
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Apéndice C
Funcion indicadora

La funcion indicadora de un conjunto A C Q es la funcién 14 : Q@ — {0,1}
dada por

1 si weA,

1A(”):{ 0 si w¢ A

De este modo la funcién 14 toma el valor uno dentro del conjunto A y cero
fuera de él, y cumple las siguientes propiedades.

a) laup :méx{lA,lg} =1la+1p—14-1p.
b 1AOB :ml'n{lA,lg} = 1A . 1B-

c) lye=1-—-14.

)
)
)
d) 1y-p=14—14-1p.
e) lanp=11a—1p|=1a+15—-2-14-15= (14 — 1p)°%
)
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Apéndice D
Esperanza condicional

Sean (2, F,P) un espacio de probabilidad, X una variable aleatoria con
esperanza finita y G una sub-o-édlgebra de F. La esperanza condicional de
X dado G es una variable aleatoria denotada por E(X|G) que cumple las
siguientes tres propiedades:

1. Es G-medible.

2. Tiene esperanza finita.

3. Para cualquier evento G en G,

E[E(X|G) 1¢] = E[ X -1¢].

Puede demostrarse que esta variable aleatoria existe y es tnica casi segura-
mente, esto significa que si existe otra variable aleatoria con las tres propieda-
des anteriores entonces con probabilidad uno coincide con E(X|G). Cuando
G = o(Y) para alguna variable aleatoria Y, se escribe E(X|Y') en lugar de
E(X|o(Y)). Se enuncian a continuacién algunas propiedades de esta espe-
ranza.

a. E(X|{0,Q}) = E(X).
b. E(14]{0,Q}) = P(A).
c. E(14]{0, B, B¢,Q} ) = P(A|B)1p + P(A|B)1pe.
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d. E(E(X|G)) = B(X).

e. Si X es G-medible entonces E(X |G) = X.
En particular, si ¢ es una constante entonces F(c|G) = c.

f. E(aX +Y|G)=aE(X|G)+E(Y|Q).
g. Si X > 0 entonces E(X |G) > 0.

h. [Teorema de convergencia mondtona]
Si0< X, 7 X, entonces E(X, |G) /" E(X|G) cs.

i. [Teorema de convergencia dominadal
Si|X,| <Y,ElY|<ocoyX, — X cs.,entonces E(X, |G) — E(X |G)

C.S.

j- [Desigualdad de Jensen]
Si ¢ es convexa, entonces p(E(X |G)) < E(¢(X)|G).

k. SiH es una sub o-dlgebra de G, entonces E(E(X |G) |H) = E(X |H).
1. Si Z es G-medible y acotada, entonces E(Z - X |G) = Z - E(X | G).
m. Si X es independiente G, entonces E(X |G) = X.

En particular el término P(X € A|Y) significa E(1(xca)|Y). De modo que
E(P(X € A|Y)) = E(1(xeca)) = P(X € A).

Varianza condicional

Sea X con segundo momento finito y sea G una sub-g-algebra de F. La
varianza condicional de X dado G se define como la variable aleatoria dada
por

Var(X|G) = E[ (X - BE(X|9))* |G].

Nuevamente cuando la sub-o-algebra G es o(Y) para alguna variable alea-
toria Y entonces Var(X|G) se escribe Var(X|Y') y puede tomarse como de-
finicién la igualdad

Var(X|Y) = E[ (X — E(X|Y))? |Y].

Se enuncian a continuacién algunas propiedades de esta variable aleatoria.
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a. Var(X [{0,Q}) = Var(X).
b. Var(14[{0,Q2}) = P(A)(1 — P(A)).
c. Va

(
r(X|6) = B(X?]G) - E*(X|G).
d. Var(X) = E[Var(X |G)] + Var[E(X | G)].

Un estudio mas detallado de la esperanza condicional puede ser encontrado
en libros dedicados a probabilidad como [5] o [10].
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